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lieber die zu der Curve a,fy + n 9 v + ä = o im projectiven 
Sinne gehörende mehrfache Ueberdeckting der Ebene. 

Von Mellen Woodman Haskell. 



Einleitung. 

Die geometrische Darstellung von Functionen. 

Man gelarigt im Allgemeinen auf zwei "Weisen zur geometrischen Darstel- 
lung des Verlaufs einer algebraischen Function w der Variabelen z, welche durch 

die Gleichung w =/( z ) 

gegeben wird. Kommt es nur auf reelle Werte an, so repräsentirt man w und z 
als Coordinaten eines beweglichen Punktes in einer Ebene, und das Aggregat 
aller solchen Punkte bildet eine algebraische Curve. Diese Darstellungsweise 
hat den Vorteil, dass die Umkehrbarkeit des Functionenbegriffs sofort daran zu 
erkennen ist, und dass sie sich ohne Weiteres auch auf implicite Functionen 
ausdehnen lässt, dass sie also ein Bild der unauflösbaren Gleichung : 

/(w, ») = 
darbietet. 

Will man aber auch die imaginären Werte mit in Betracht ziehen, so bedient 
man sich der Riernanrischen Fläche. Die complexen Grössen z = x + yi werden 
durch Punkte in einer Ebene dargestellt, deren rechtwinklige Coordinaten x und- 
y sind, und dementsprechend werden die complexen Grössen w = u + vi eben- 
falls durch Punkte in einer zweiten Ebene mit den Coordinaten u und v darge- 
stellt. Ist nun w eine n-wertige Function von z, so denkt man sich die z-Ebene 
als aus n übereinanderliegenden, an bestimmten Stellen zusammenhängenden 
Blättern bestehend, so dass w auf der auf diese Weise gebildeten Fläche einwertig 
ist. Hierbei besteht das wichtige Princip der conforrnen Abbildung. Um 
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die Abbildung eindeutig umzukehren, muss man auch auf der to-Ebene eine 
Riemann'sche Fläche aufbauen. Die eindeutige Beziehung der beiden Flächen 
aufeinander ist indessen in höheren Fällen nicht mehr übersichtlich, und die 
Ausdehnung des Verfahrens auf implicite Functionen ist mit einigen Schwierig- 
keiten verbunden. 

Eine Vereinigung dieser beiden Methoden bietet die von Herrn Prof. F. 
Klein vorgeschlagene mehrfache UeberdecJcung der Ebene im projectiven Sinne. 
Indem ich, was das Nähere betrifft, auf die Arbeiten desselben* verweise, gebe 
ich hier eine kurze Darlegung des dabei zu Grunde liegenden Princips. Es 
handelt sich, allgemein zu reden, um eine geometrische Darstellung sämmtlicher 
Wertsysteme, welche einer Gleichung mit zwei Veränderlichen, bezw. einer 
homogenen Gleichung mit drei Veränderlichen : 

ffr,lt,v) = 

genügen. 

Im Sinne der gewöhnlichen projectiven Geometrie der Ebene wird jedes 
Wertsystem {k:(i:v) durch die Ooordinaten einer geraden Linie in der Ebene 
gedeutet. Dieselben werden im Allgemeinen imaginär ; es besitzt aber jede 
imaginäre Gerade einen reellen Punkt, den Schnittpunkt mit der conjugirt 
imaginären Geraden. Lassen wir jetzt jede imaginäre Gerade durch ihren 
reellen Punkt vertreten, und beschränken wir uns auf Gerade, deren Ooordi- 
naten der Gleichung /(X, (i, v) = genügen, so ist jeder Punkt der Ebene im 
Allgemeinen Vertreter von mehreren imaginären Geraden. Wir denken uns 
dem zufolge jeden Teil der Ebene mit so vielen Blättern im Riemann'schen 
Sinne überdeckt, wie die Anzahl der imaginären Geraden beträgt, welche durch 
die einzelnen Punkte des Ebenenteils vertreten werden. Auf diese Weise 
bekommen wir eine mehrfache Ueberdeckung der Ebene, bei der jedes Wert- 
system (X :(i:v) eindeutig dargestellt wird. Dies Verfahren hat überdies den 
Vorzug, seinen Charakter bei irgendwelchen reellen Projectivitäten zu behalten. 

Beschränken wir uns auf Gleichungen /= mit reellen Coefficienten, so 
vereinfacht sich die Sache. Genügt nämlich der Gleichung ein Wertsystem 
Ch:[i:v), so genügt derselben auch das conjugirt imaginäre Wertsystem 
(7J:fi':v'). Alle Vorkommnisse gruppiren sich also paarweise, jeder Punkt der 
Ebene vertritt eine paare Anzahl gerader Linien, und die Ebene wird in jedem 

* F. Klein, " Ueber eine neue Art Biemann 'scher Flächen," Mathematische Annalen, Bd. 7 und 10. 
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Teil von einer geraden Anzahl Blätter überdeckt. Was die reellen Wertsysteme 
betrifft, so umhüllen die dieselben darstellenden reellen Geraden eine alge- 
braische Curve, (insofern man von reellen isolirten Doppeltangenten absieht, die 
in dem weiterhin zu betrachtenden Falle nicht vorkommen werden). Jede solche, 
einem reellen Wertsystem entsprechende reelle Gerade darf als Grenzstelle zweier 
imaginären Geraden betrachtet werden, deren reeller Schnittpunkt in den 
Berührungspunkt übergeht (abgesehen von dem Falle einer Wendetangente, 
die in unserem Falle auch nicht vorkommt). Längs jeden Teils der- reellen 
Curve hängen hiernach zwei Blätter der mehrfachen Üeberdeckung mittelst 
einer Falte zusammen. .Die auf diese Weise gebildete Fläche ist im Allge- 
meinen ein-eindeutig auf die gewöhnliche Riemann'sche Fläche bezogen. Es 
fehlt dabei allerdings die Aehnlichkeit in den kleinsten Teilen, wie sie bei der 
gewöhnlichen Wechselbeziehung zweier Biemann'scher Flächen eintritt. Statt 
ihrer kommt eine allgemeinere Beziehung, die in einem späteren Kapitel ent- 
wickelt werden soll. 

Obgleich diese Darstellungsweise für den Verlauf einer algebraischen Func- 
tion viele Vorteile darbietet, ist sie bis jetzt wenig angewandt worden. Ausser 
den Arbeiten von Herrn Klein ist nur noch eine Abhandlung von Harnack* 
zu erwähnen, wo die mehrfache Üeberdeckung für den Fall der Curven dritter 
Olasse studirt worden ist. Es schien daher wünschenswert, die eben erwähnten 
Principien auf ein etwas complicirteres Beispiel anzuwenden, welches auch unter 
mannigfachen anderen Gesichtspunkten besonderes Interesse bietet. Dies soll 
im Folgenden geschehen. 

Die vorliegende Untersuchung habe ich auf Veranlassung meines hochver- 
ehrten Lehrers Herrn Prof. F. Klein unternommen und unter seiner Leitung 
ausgeführt. Es handelt sich dabei um die Aufstellung der mehrfachen Üeber- 
deckung der Ebene, welche zu einer gewissen Normalcurve gehört, die zum 
Fundamentalpolygon der Modulfunctionen siebenter Stufe in enger Beziehung 
steht und deren Gleichung und Eigenschaften schon von Herrn Prof. Klein 
behandelt sind. Von seinen Resultaten ist im Folgenden so viel angegeben, als 
nötig schien, um das Verständnis dieser Arbeit zu ermöglichen. 

Ich möchte es an dieser Stelle nicht unterlassen, Herrn Prof. Klein meinen 
herzlichsten Dank auszusprechen für die vielfache Anregung und Unterstützung, 
ohne die es mir nicht möglich gewesen wäre, diese Arbeit zu vollenden. 

*A. Harnack, " Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen für die Geometrie der Curven 
dritter Classe," Math. Annalen, Bd. 9. 
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Erster Abschnitt. 

Entstehung der zu untersuchenden Gleichung aus der Theorie der elliptischen 

Modulfunctionen. 

Bei den Untersuchungen über die Transformation siebenter Ordnung der 
elliptischen Functionen erweisen sich die Modulfunctionen siebenter Stufe als 
rationale homogene Functionen nullter Dimension zweier Fundamentalfunc- 
tionen, die in homogener Bezeichnung "k:y.:v heissen sollen, worauf zwischen 
ihnen die einfache Gleichung besteht : 

Indem ich in diesem Abschnitte den Zusammenhang zwischen der Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen und dieser Gleichung so kurz wie möglich angebe, 
möchte ich für die im Texte fehlenden Beweise aller Sätze auf die Arbeit von 
Herrn Klein* über diesen Gegenstand, wovon der folgende Abschnitt hauptsäch- 
lich ein blosses Referat bildet, verweisen. 

§1. 

Das Fundamentalpolygon siebenter Stufe in der t-Ebene. 

In der Theorie der elliptischen Functionen kommt vor allen Dingen in 
Betracht die rationale absolute Invariante J, welche, als Function des Perioden- 
verhältnisses t betrachtet, eindeutig ist und bei allen ganzzahligen linearen 
Substitutionen von * von der Determinante 1 ungeändert bleibt. Deuten wir 
diese Beziehung durch eine Riemann'sche Fläche über der J"-Ebene, so besteht 
diese Fläche aus unendlich vielen Blättern, welche bei /= , 1 , w zu je 
3, 2, oo zusammenhängen. Nun ist .feine eindeutige Function von <r, die aber 
nur in der positiven Hälfte der r-Ebene existirt. (Die Axe des Reellen in der 
r-Ebene bildet nämlich eine natürliche Grenze für die Function J(t)\ Es ist 
daher möglich, den Bereich, innerhalb dessen J existirt, d. h., die positive 
Halbebene, in unendlich viele nebeneinanderliegende Gebiete einzuteilen, deren 
jedes auf ein Blatt der Riemann'schen Fläche abgebildet ist. Diese Gebietsein- 
teilung ist sehr viel übersichtlicher als die vorgenannte Riemann'sche Fläche 

*F. Klein, "Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen," Math. 
Annalen, Bd. 14. 
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über der /-Ebene und wird also im Folgenden statt ihrer durchweg zu Grunde 
gelegt. Sie geschieht durch unendliche Vervielfältigung der Figur 1 vermittelst 
Oombination und Wiederholung der Fundamentalsubstitutionen, 



8: * = *+ 1, 



T: r' = 



Es stellt die Substitution S eine Parallelverschiebung, die Substitution T eine 
Transformation durch reciproke Radien gegen den Einheitskreis verbunden mit 
einer Spiegelung gegen die Axe des Imaginären dar. 




[PhJ 




Fig. 1. 



Die geometrische Bedeutung der beiden Substitutionen wird in Fig. 2 
geschildert, indem die Gebiete, welche aus dem fundamentalen Gebiet (1) her- 
vorgehen, einfach mit den Buchstaben S, resp. T bezeichnet sind. Dabei 
entspricht jedes schraffirte Kreisbogendreieck einem positiven Halbblatt der 
/-Ebene, jedes nicht schraffirte Dreieck einem negativen Halbblatt, und die drei 
Dreiecksseiten entsprechen je drei verschiedenen Stücken der reellen Axe der 
«7"-Ebene. 

So viel über die Beziehung zwischen J und t ! Bei der Transformation 
siebenter Ordnung werden nun auch noch solche eindeutige Functionen q von t 
in Betracht gezogen, welche bei denjenigen T-Substitutionen, die modulo 7 zur 
Identität congruent sind, und nur bei solchen, ungeändert bleiben, — die Modul- 
functionen siebenter Stufe der allgemeinsten Art. Nun verteilen sich die <r-Sub- 
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stitutionen modulo 7 auf 168 verschiedene Olassen, und v\ nimmt also bei der 
G-esammtheit derselben im Ganzen 168 Werte an. Es ist also v\ eine 168-wertige 
Function von J. Man kann die Verzweigung der Function v\ in Bezug auf J 
durch eine Riemann'sche Fläche über der J-Bbene darstellen, die aus 168 Blättern 
besteht, welche bei «7 = 0, 1, oo zu je 3, 2, 7 zusammenhängen. Diesen dreierlei 
Verzweigungspunkten werden, ihrer Wichtigkeit halber, besondere Namen zuer- 
teilt, und es wird von jetzt an immer die Rede sein von den 24 Punkten a , wo 
die Blätter zu je 7 zusammenhängen, sodann von den 56 Punkten b und von den 
84 Punkten c, wo die Blätter zu je 3, resp. zu je 2 zusammenhängen. Das 
Geschlecht der Fläche ist also : 

p= -|- (2— 2.168 + 56.2 + 84.1 + 24.6) = 3. 

Mit dieser vielblättrigen Fläche ist aber gar nichts anzufangen, da sie 
durchaus unübersichtlich ist, und man greift also zu dem Hilfsmittel hin, welches 
die Gebietseinteilung der <r-Ebene bietet. Es ist nämlich möglich, die Riemann'sche 
Fläche auf ein begrenztes Stück der t-Ebene abzubilden, dessen Bänder in bestimmter 
Weise zusammengehören. Um diese Abbildung kurz zu bezeichnen, sollen zunächst 
solche Gebiete in der r-Ebene, welche bei den modulo 7 zur Identität congru- 
enten -Substitutionen aus einander hervorgehen, als congruent, und dement- 
sprechend solche Gebiete, die nicht bei solchen Substitutionen aus einander 
hervorgehen, als incongruent bezeichnet werden. Nun ist jedes Doppeldreieck 
der T-Ebene eine conforme Abbildung der /-Ebene ; man kann also ein Aggregat 
von 168 incongruenten Doppeldreiecken als ein vollständiges Bild der 168-blät- 
trigen Riemann'schen Fläche betrachten, wenn noch angegeben wird, wie die 
Kanten der 168 Doppeldreiecke zusammengehören. Diese Zusammengehörigkeit 
muss sich durch Substitutionen ausdrücken, die modulo 7 zur Identität congruent 
sind. Eine solche Figur, die aus einem einzigen zusammenhängenden Stück der 
T-Ebene besteht, entsteht zum Beispiel wenn 14 abwechselnd symmetrische, der 
Figur 3 ähnliche Figuren neben einander aufgestellt werden. 
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Die Zusammengehörigkeit der Kanten wird durch " congruente " Substitu- 
tionen vermittelt. Es folgt, dass die beiden Geraden, welche die Figur rechts 
und links abgrenzen, zusammengehören, denn sie gehen bei der Substitution : 
<r' = * -f- 7 in einander über. Ferner gehören jedesmal zusammen diejenigen 

beiden begrenzenden Halbkreise, die in den Punkten t = , — , 1 , etc., zusam- 

menstossen, wobei die genannten Punkte immer sich selbst entsprechen. 
Um die Zusammengehörigkeit irgend zweier Kanten auszudrücken, genügt es, 
von zwei Punkten der einen Kante anzugeben, in welche zwei Punkte der 
anderen Kante sie übergehen. Die Zusammengehörigkeit der übrigen begrenz- 
enden Halbkreise der Figur wird also* in folgender Tabelle angegeben, wo 
jedesmal die betreffenden Halbkreise durch ihre beiden Endpunkte angedeutet 
werden. Hierbei gehören immer zusammen die in der Tabelle gerade überein- 
anderliegenden Endpunkte, beispielsweise -=- und -=- , — und -5- . 

7 7 o 



l 1 

T > 3 
19 8 
T> 'S 


1 3 
S> T 
8 1 8_ 

•3-j -r 


28 _ 10 

— ri ~r 


4 10 

5 > T~ 
_ 10 _ 24 

~3"> "T" 


Ar 6 - 1 

7 5 * 


7 17 

'S" J T" 

_ 7 _ 17 


J_3 1 0_ 
^f > S 
9 _ 4 
_ T 5 "3" 


10. 24. 

^ 1 7 
4r _ 10 
'S" > T 


_ 19 _ 8 

T> "5 

_ 2 _ 1 

T > 'S 


•_ 8 _ 18 
'S > '1 
1 _ 3 

S > T 


_*12 _ 5 

rr> ■3- 
5 2 

T 5 s 


5 11 
-3- 5 V 
2 4 
"3" ) T 


T > f 
12 5 


2 _ 4 
'S" 5 T 

5 AI 

¥ 5 7 



Die hiermit beschriebene Figur der t-Ebene soll fortan das Fundamentalpolygon 
in der t-Ebene genannt werden. Denken wir uns die Ränder desselben in ange- 
gebener Weise verbunden, so haben wir damit ein eindeutiges Bild der 
Pviemann'schen Fläche für y; (J) . Den Verzweigungspunkten der letzteren 
entsprechend, stossen die Dreiecke des Fundamentalpolygons zu je 2.7, 2.3, 2.2 
in 24 Punkten a, bezw. in 56 6 und in 84 c zusammen. Wendet man nun irgend 
eine der <r-Substitutionen auf das Fundamentalpolygon an, und denkt man sich 
von den resultirenden Dreiecken alle, die ausserhalb fallen, durch die ihnen 
äquivalenten ersetzt, so geht dabei das Fundamentalpolygon in sich über. In 
diesem Sinne lässt sich das Fundamen talpolygon auf 168 Weisen in sich trans- 
formiren,, wobei die Transformationen, welche den Substitutionen S und T 
entsprechen, und die man also als erzeugende Operationen der 168 betrachten 
darf, die Perioden 7 , resp. 2 besitzen. 

Bei genauerem Studium der zu dieser Riemann'schen Fläche, resp. zu diesem 
Fundamentalpolygon gehörenden algebraischen Functionen ergeben sich nun 
sämmtliche solche Functionen als rationale homogene Functionen nullter Dirnen- 
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sion von zwei Normalfunctionen X,:(i:v, welche durch die Gleichung vierter 
Ordnung : 

tf(i ■+■ {i z v + * 8 a, = 

verbunden sind. Diese Gleichung und ihre Beziehung zu t und zu J geometrisch 
anschaulich zu untersuchen, ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 

§2. 
Uebertragwng des Fwndamentalpolygons auf die s-Ebene. 

Der grösseren Uebersichtlichkeit wegen führen wir zunächst noch ein neues 
Hilfsmittel ein. Wir können die Dreiecke des Fundamentalpolygons auf Kreis- 

7t 71 7t 

bogendreiecke mit den Winkeln -— , -— - , — conform abbilden.* Lassen wir 

7 2i o 

dieselben nach dem Princip der Symmetrie aufeinanderfolgen, so bekommen wir 
bei geeigneter Wahl des Ausgangsdreiecks das Fundamentalpolygon auf eine 
solche Figur, wie sie in Tafel I angegeben ist, abgebildet, wobei die Zusammen- 
gehörigkeit der noch freien Kanten in der danebenstehenden Tabelle angegeben 
ist. Die einzelnen Doppeldreiecke gehen bekanntlich wieder durch lineare 
Transformation aus einander hervor. Diese Figur darf das Fwndarnentalpolygon 
in der s-Ebene genannt werden. Sie ist, was Uebersichtlichkeit betrifft, dem 
t-Polygon überlegen, weil sie einen höheren Grad von Symmetrie besitzt, weil 
sie ganz im Endlichen gelegen ist, und endlich, wie sofort gezeigt werden soll, 
weil die geometrische Bedeutung der vorgenannten 168 Transformationen der 
Riemann'schen Fläche in sich selbst im höchsten Grade zur Anschauung gebracht 
wird. Lassen wir etwa den Mittelpunkt A der Figur dem unendlich fernen 
Punkt des -r-Polygons entsprechen, so ist die Bedeutung der Substitution von 
der Periode 7 , die wir S genannt haben, sofort klar. Sie stellt eine Drehung 

um A durch den Winkel —-dar. Entspricht nun B dem Punkt * — i, so wirkt 

die Substitution T in der s-Ebene gerade so wie in der T-Ebene. Sie stellt 
nämlich eine Combination der Kreisverwandtschaft in Bezug auf den Kreis durch 
B und der Spiegelung gegen die Mittellinie der Figur dar. Diese Operation 

»Eine solche Abbildung wird durch die Schwarz 'sehe s-Function : s(— , — , — , j\ vermittelt. 

Cf. Schwarz, "lieber diejenigen Fälle, in welchen die Gauss 'sehe hypergeometrische Reibe, etc." 
Crelle's Journal, Bd. 75. 

2 
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können wir kurzweg als eine Drehung im projectiven Sinne um den Punkt B 
bezeichnen ; sie reducirt sich auf eine gewöhnliche Drehung, wenn wir die 
Ebene einer solchen Transformation unterwerfen, bei welcher der Kreis durch 
B in eine Gerade verwandelt wird. Um der Substitution T eine Bedeutung für 
das Fundamen talpolygon in der s-Ebene zu geben, müssen wir, gerade wie bei 
dem T-Polygon, jedes Dreieck, welches nach Anwendung der Substitution T 
ausserhalb des Fundamentalpolygons fällt, durch das innerhalb desselben 
liegende äquivalente congruente Dreieck ersetzt denken. In diesem Sinne 
können wir wieder von Transformationen des Fundamentalpolygons in sich 
selbst reden, bezw. von Drehungen in projectiven Sinne, welche das Funda- 
mentalpolygon mit sich selbst zur Deckung bringen. 

Es ist nicht schwer, die Bedeutung der übrigen Substitutionen aus der Figur 
abzulesen, indem man aus einem Doppeldreieck durch Combination und Wieder- 
holung der den Substitutionen S und T entsprechenden Operationen die übrigen 
Doppeldreiecke allmählich entstehen lässt. Ich habe diese Substitutionen, da ich 
sie später mehrfach gebrauchen werde, in die Figur des Fundamentalpolygons 
hineingeführt, indem ich in jedes Dreieck diejenige Operation hineingeschrieben 
habe, durch welche dasselbe aus dem mit (1) bezeichneten Dreieck entsteht. Um 
die Bedeutung einer solchen Substitution recht klar zu haben, wolle man noch 
beachten, dass dabei die Punkte a immer in einander übergehen, desgleichen die 
Punkte b, resp. c, und anliegende Dreiecke in anliegende Dreiecke. 

Man denke sich nun statt des Fundamentalpolygons der s-Ebene am Besten 
gleich die geschlossene Fläche im Baume, welche entsteht, indem man sich die 
Bänder des Polygons in der angegebenen Weise zusammengeheftet denkt. Sie 
hat dann 168 eindeutige Transformationen in sich, die man sich leicht als pro- 
jective Drehungen vorstellen kann. 

Wir können nun aus der Figur eine wichtige Folge für die Gleichung : 

tffi + (i s v + v*-X = (1) 

ziehen. Bei den 168 Substitutionen nehmen die einzelnen Wertsysteme %:[i:v 
im Allgemeinen 168 verschiedene Werte an. Die Gleichung (1) bleibt aber immer 
bestehen. Sie ist also eine Gleichung mit 168 eindeutigen Transformationen in 
sich. Den Punkten a,b, c entsprechend, muss es auch drei Gruppen von 28, 
resp. 56 und 84 Wertsystemen h'.piv geben, welche bei den 168 Transforma- 
tionen der Gleichung in sich in einander übergehen. Wir führen kurz an, dass 
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diese 168 Transformationen lineare Substitutionen der X:[i:v sind. Dies ist für 
das Folgende besonders wichtig. 

Ehe wir nun zur genaueren Betrachtung der Gleichung (1) übergehen, 
wollen wir erst im Fundamentalpolygon gewisse Linien definiren, die wir später 
gebrauchen, — die 28 Symmetrielimen. 

1. Eine Symmetrielinie wird aus solchen Dreiechsseiten gebildet, die auf dem 
geschlossenen Polygon ohne Knickimg aufeinanderfolgen. Dabei ist zu verstehen, 
auch an den Stellen, wo die Linie über den Rand des Polygons hinübersetzt, 
dass eine Linie ohne Knickung verläuft, wenn die Summe der Dreieckswinkel 
auf der einen Seite der Linie gleich der Summe der Dreieckswinkel auf der 
anderen Seite ist. 

2. Eine solche Symmetrielinie bildet zum Beispiel die Mittellinie der Figur, 
zusammengenommen mit ihrer Verlängerung an den Kanten 5, resp. 10. Dass 
diese Curven wirklich eine geschlossene Curve auf dem geschlossenen Polygon 
bilden, findet seine Bestätigung in den kleinen Nebenfiguren, welche den Zusam- 
menhang des Polygons in den Ecken der einen, resp. der anderen Art schildern. 

3. In Bezug auf diese Curve ist die Figur offenbar symmetrisch im gewöhn- 
lichen Sinne, denn sie liegt an sich in der s-Ebene Punkt für Punkt symmetrisch, 
und übrigens, wie aus der bezüglichen Tabelle hervorgeht, ist auch die Verbin- 
dungsweise der Kanten in Bezug auf diese Linie durchaus symmetrisch. 

4. Aus dem Bildungsgesetz der Symmetrielinien ist sofort klar, dass bei 
Anwendung irgend einer der 168 Substitutionen aus dieser ersten Symmetrielinie 
immer eine zweite hervorgeht, die im Allgemeinen eine kreisförmige Gestalt 
haben wird, bezw. aus kreisförmigen Stücken bestehen wird. Im besonderen 
Falle kann das einzelne neue Stück geradlinig werden. Da bei einer solchen 
Substitution das Fundamentalpolygon in sich selbst transformirt wird, so ist die 
Figur auch in Bezug auf die zweite Symmetrielinie symmetrisch, d. h. symme- 
trisch im projectiven Sinne. 

5. In der Gruppe von 168 Substitutionen sind diese symmetrischen Umform- 
ungen des Fundamentalpolygons nicht einbegriffen, wohl aber die Combina- 
tion derselben zu je 2. Es gibt aber einen Gesichtspunkt, unter welchem sich 
die zweierlei Operationen zusammenfügen. Nehmen wir nämlich auch solche 
Umformungen in Betracht, die schraffirte Dreiecke in nicht schrafllrte Dreiecke 
überführen, so bekommen wir eine erweiterte Gruppe von 2.168 Substitutionen, 
innerhalb deren die G m als ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist. Unter 
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diesen Substitutionen finden sich unsere symmetrischen Umformungen mit vor. 
Dieselben sind solche Substitutionen unter den 2.168, bei denen jedesmal eine 
Symmetrielinie Punkt für Punkt in sich übergeht. 

6. Aus diesen Betrachtungen sehen wir, dass die Symmetrielinien gegenüber 
der 6r 168 gleichberechtigt sind, so dass wir immer nur eine zu betrachten haben, 
um Sätze über alle zu erhalten. Als die einfachste Symmetrielinie wählen wir 
die oben beschriebene, die wir als Grundlinie bezeichnen wollen. 

7. Die Haupteigenschaft der Symmetrielinien ist nun die folgende, die sich 
sofort an der Grundlinie constatiren lässt. Die auf einer Symmetrielinie liegenden 
Punkte a, b, c haben eine ganz bestimmte Aufeinanderfolge. Es sind von jeder 
Sorte jedesmal sechs, deren Reihenfolge durch die dreimalige Wiederholung des 
folgenden Schemas angegeben wird : 

(abc bac). 

8. Hieraus ergibt sich sofort die Anzahl der Symmetrielinien. Es liegen 
nämlich auf jeder Linie 6 Punkte jeder Art ; durch jeden Punkt a laufen 7 
Linien, durch jeden b 3, durch jeden c 2. Die Anzahl der Symmetrielinien ist 

also 24.7 56.3 84.2 

n = = = = 28 . 

6 6 6 

Es wird wohl auch von Nutzen sein, noch den Verlauf einer zweiten, in der 
Figur etwas complicirteren Symmetrielinie genau anzugeben. Wählen wir also 
beispielsweise die Linie, wovon der eine Teil die Punkte F und G auf den 
Kanten 12, resp. 3 verbindet. Dieselbe läuft von F nach G, dann, da die 
Kanten 3 und 8 zu verbinden sind und G und G 1 daher zusammenfallen, von G 1 
nach H, dann, da 5 und 10 zu verbinden sind, von H 1 nach F', und F' fällt mit 
F zusammen. In ähnlicher Weise sind alle anderen Symmetrielinien aus den 
verschiedenen Kreisbogenstücken des Fundamentalpolygons in der «-Ebene 
zusammenzusetzen . 

§3. 
Aufzählung der Symmetrielinien unter Zugrundelegung von einer derselben. 

Da es 28 Symmetrielinien gibt, so bleibt jede derselben bei 6 Operationen 
der G m ungeändert. Wir wollen dieselben bei der Grundlinie aufzählen, womit 
im Princip die Aufzählung für alle anderen mit gemacht ist ; denn wegen der 
Gleichberechtigung der Symmetrielinien entsteht immer eine solche Untergruppe 
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von 6 Operationen durch Transformation einer ersten solchen vermittelst irgend 
einer Substitution der Gr m . 

Durch einfache Betrachtung der Figur ergibt sich sofort das Eesultat : die 
Untergruppe von 6 Operationen, bei der die Grundlinie in sich übergeht, entsteht 
durch Combination und Wiederholung der beiden erzeugenden Substitutionen : 

T(von der Periode 2) , 
Z7(von der Periode 3), 

wo ich der Kürze halber die Substitution TS* TS* TS 2 mit U bezeichnet habe. 
Die 6 Operationen der betreifenden Untergruppe heissen dann 

1, U, U\ T, TU, TU 2 , 

von denen die drei letzten die Periode 2 haben. Bei den Substitutionen der 
Periode 2 bleiben jedesmal zwei Punkte c der Grundlinie fest, während sich die 
Grundlinie, so zu sagen, um dieselben dreht, so dass sich die beiden Teile, in 
welche sie durch die Punkte c zerlegt wird, gegen einander vertauschen. Bei 
.den Substitutionen von der Periode 3 wird die Grundlinie um ein Drittel ihrer 
Länge verschoben (projectivisch zu verstehen). 

Es ist nun nützlich, die übrigen 27 Symmetrielinien gegenüber dieser Grund- 
linie zu gruppiren, wobei die genannte 6r 6 zur Geltung kommt. Hierbei erhalten 
wir folgende Aufzählung: 

I. Die drei dünn ausgezogenen Linien. Die übrigen Symmetrielinien liegen 
im Allgemeinen in Bezug auf die Grundlinie paarweise symmetrisch. Drei aber, 
die dünn ausgezogenen Linien der Figur, sind mit sich selbst symmetrisch. Sie 
schneiden die Grundlinie je in 'zwei solchen Punkten o, die bei einer Substitution 
der Periode 2 fest bleiben, und alle drei schneiden einander in zwei symmetrisch 
liegenden Punkten b. Diese beiden Punkte b bleiben bei der genannten Substi- 
tution U von der Periode 3 fest, während die drei Symmetrielinien die wir 
betrachten sich dabei cyclisch permutiren. In der That dürfte das Verhalten 
der ganzen Figur bei dieser Substitution als eine Drehung (im projectiven Sinne) 
von der Periode 3 um diese beiden Punkte b herum betrachtet werden. Den 
Verlauf der einen Linie dieser Art haben wir schon studirt. Der Verlauf der 
anderen ergibt sich leicht unter Benutzung der Tabelle für die Zusammenge- 
hörigkeit der Kanten des Polygons. 

Von den verschiedenen Arten von Symmetrielinien greifen wir jedesmal 
eine als Beispiel heraus, denn das Verhalten der anderen ist an der einen leicht 
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zu ersehen, und nennen einige der Substitutionen, bei welchen dieselbe aus der 
Grundlinie hervorgeht. In diesem Sinne wird beispielsweise diejenige, deren 
Verlauf wir schon studirt haben, bei den Substitutionen S i TS und S 3 TS 6 aus der 
Grundlinie hervorgehen. 

II. Die zweite Art besteht aus drei Paaren beziehungsweise symmetrisch 
liegender Linien, von denen jedes Paar durch zwei Punkte b der Grundlinie 
hindurchlaufen. Dieselben sind in der Figur punktirt. Das eine Paar geht aus 
der Grundlinie beispielsweise bei den Substitutionen S 3 TS 3 , resp. S i TS i hervor. 
Bei den Transformationen der G e gehen diese Curven paarweise in einander 
über. 

III. Die Linien der dritten Art (in der Figur strichpunktirt) schneiden die 
Grundlinie gar nicht. Sie verteilen sich aber auf drei Paare symmetrisch 
liegender Curven, welche bei der G e in einander übergehen. Von diesen Linien 
schneidet sich jedes Paar zusammengehöriger in zwei zur Grundlinie symme- 
trischen Punkten c. Dieser Umstand wird später von Interesse sein. Das eine 
Paar geht aus der Grundlinie beispielsweise bei den Substitutionen S 3 TS, resp. 
WTS« hervor. 

IV. Die Linien der vierten Art (in der Figur gestrichelt) verteilen sich 
auf zwei Gruppen von je sechs, die aber keinen wesentlichen Unterschied von 
einander erweisen. Die erste dieser Gruppen besteht aus den sechs Geraden, 
welche ausser der Grundlinie durch den centralen Punkt A der Figur hindurch- 
laufen, nebst den zugehörigen Verlängerungen an den Kanten der Figur. Jede 
dieser Linien ergibt sich aus einfacher Drehung der ganzen Grundlinie um den 
Punkt A, also durch Anwendung der Substitutionen S, S 2 , . . . . # 6 . Sie 
schneiden sich auf der Grundlinie in zwei weiteren Punkten a, und zwar in 
denjenigen, die bei den in der G 6 enthaltenen Substitutionen von der Periode 3 
aus A hervorgehen. Sonst schneiden sie weder die Grundlinie noch einander. 

Die zweite Gruppe besteht aus den sechs Linien, welche sämmtlich durch 
die übrigen 3 Punkte a der Grundlinie hindurchlaufen, und aus der Grundlinie 
bei den Substitutionen ST, S*'T, S'T hervorgehen. 

Gegenüber der G s spalten sich diese 1 2 Linien auf etwas andere Weise • 
doch ist die Spaltung wieder in zwei Gruppen von je sechs, und zwar enthält 
die erste Sechs drei Curven, welche durch die ersten drei Punkte a gehen, sowie 
drei Curven durch die zweiten drei Punkte a , während die zweite Sechs diejen- 
igen sechs Curven enthält, die zu denen der ersten Sechs bezüglich der Grundlinie 
symmetrisch sind. 
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§4- 
Festlegung der zum Fundamentalpolygon gehörigen Normalgleichung. 

Wie oben schon erwähnt wurde, reducirt sich die Untersuchung aller zum 
Fundamentalpolygon gehörigen Functionen auf die Betrachtung zweier Funda- 
mentalfun ctionen % : fi : v , zwischen denen die algebraische Relation besteht : 

Alle im Fundamentalpolygon eindeutigen Functionen ohne wesentlich singulare 
Punkte sind nämlich rationale Functionen der Verhältnisse "k:^i:v. In diesem 
Sinne bilden "k : (i : v ein volles /System der zugehörigen Functionen. 

Die angegebene Gleichung wird wegen ihrer Einfachheit die Normalgleichung 
genannt. Dieselbe ist, wie in §2 gesagt wurde, eine Gleichung mit 168 linearen 
Substitutionen in sich. Diese Gruppe von 168 Substitutionen entsteht durch 
Wiederholung und Oombination der beiden folgenden erzeugenden Substitu- 
tionen, welche den t-Substitutionen entsprechend auch mit S und T bezeichnet 
werden mögen : 

S{von der Periode 7) : 

7J — y"k, /z' = yfy, v 1 = y 2 v, 

T(von der Periode 2) : 

(i' = B%+ C(i + Av, 
wobei gesetzt wird : 

,— .^ A -f-y % b-v % -^ c-^-r * 

Die Aufgabe der Untersuchung der Normalgleichung ist zunächst eine rein 
algebraische. Es wird aber kürzer und bequemer sein, wenn wir die dabei 
auftretenden Sätze gleich in geometrischer Sprechweise formuliren. Deuten wir 
also %-.{i:v als Punktcoordinaten in der Ebene, so stellt die Gleichung eine 
öurve vierter Ordnung ohne Doppelpunkt und ohne Büchhehrpunkt, also eine Curve 
mit 24 Wendepunkten und 28 Doppeltangenten dar. Wir berichten nun weiter, 
dass die Punkte a, b, c des Fundamen talpolygons eine sehr einfache Bedeutung 
haben. Den 24 Punkten a entsprechen nämlich die 24 Wendepunkte, den 56 

*In den späteren Berechnungen werden folgende identische Relationen zwischen den Grössen 
A, B , G nützlich sein : 

A+B+C+l = 0, AB+BC+OA = 0, 

A i B + B a O+G s A = 0, A 4 B + B i O+C*A=0, 
TABC=\. 
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Punkten b entsprechen die 56 Berührungspunkte der 28 Doppeltangenten. 
Bndlich besitzt die Curve 84 sogenannte sextaktische Punkte, und dieselben 
entsprechen den 84 Punkten c. Es werden in der Folge der Bequemlichkeit 
halber diese merkwürdigen Punkte auf der Curve ebenfalls mit den Namen 
a, b, c bezeichnet. 

Was die Oonfiguration der merkwürdigen Punkte angeht, so sind folgende 
Sätze von besonderer "Wichtigkeit : 

1. Die 24 Punkte a (die Wendepunkte) verteilen sich auf 8 Tripel, indem 
jedesmal die 3 Punkte eines Tripels die Ecken eines Dreiecks sind, dessen Seiten 
die zugehörigen Wendetangenten bilden. 

2. Unter den Oollineationen der Curve in sich gibt es 21 von der Periode 
2, welche also Perspectivitäten sind. Jede Perspectivitätsaxe schneidet die Curve 
in 4 Punkten, welche bei der betreffenden Collineation festbleiben, und diese 
21'. 4 = 84 Punkte sind eben die 84 sextaktischen Punkte c. 

Wir wollen endlich noch in diesem Kapitel die Formeln angeben, welche 
die Abhängigkeit der "k:\L-.v von t ausdrücken. Dieselbe drückt sich durch 
^-Reihen aus. Um nicht zu viele neue Bezeichnungen einzuführen, teile ich' 
dieselben in folgender einfachster Form mit : 

oo 

^ = _ ? tV (_ l) Y* (A + X) \<f h + 1) — q~ (2A + J >] , 

A = 

oo 

A = 

00 

_ gT \ (_ i\hqn(h+i)rq4(2h + i) -4(2Ä+in 

ft = 

wobei q = e inT und p ein Proportionalitätsfactor ist. 

Zweiter Abschnitt. 
Deutung der reellen Elemente der Gleichung durch eine Gurve in der Ebene. 

Als Vorbereitung zu der späteren Entwickelung der in der Einleitung 
beschriebenen mehrfachen Ueberdeckung der Ebene sollen jetzt die reellen 
Elemente der Gleichung : 

Afy + A + * 8 a- = (1) 

festgestellt werden und die geometrische Deutung derselben, zunächst im Sinne 
der Punktgeometrie, dann aber in engerer Beziehung zu dem Folgenden im 
Sinne der Liniengeometrie gegeben werden. 



Sinne gehörende mehrfache Ueberdechung der Ebene. 17 

§5- 
Der reelle Gurvenzug. 

Bei der folgenden Untersuchung können wir einerseits von der Gleichung (1), 
andererseits von der Darstellung von % : /w : v durch Potenzreihen, die nach 
q = e faT fortschreiten, ausgehen. Schreiben wir dieselben in der zu der Berech- 
nung zweckmässigen Form : 

p* = - qh-q~ % + .1 + q 10 - . • • •)» 

w= q T (—q~* + q*+q*- — )> 

16 

pv= q- , {—q- i + q i +q i - ), 

so ist zunächst klar, dass die Werte t = a + bi und t= — a + bi conjugirt 
imaginäre Werte von q , also auch conjugirt imaginäre Werte von 2, : (i : v ergeben. 
Es werden also nur solche Werte h : (t : v reelle sein, welche bei Spiegelung gegen 
die A±e des Imaginären in der T-Ebene ungeändert bleiben. Nun betrachte 
man das in der T-Ebene gelegene Fundamentalpolygon, welches die Gesammtheit 
der Wertsysteme X : (i : v wiedergibt. Offenbar müssen jedenfalls die Punkte der 
Mittellinie (Axe des Imaginären) reelle %:^i:v ergeben. 

Ausserdem ergeben reelle "K:[l:v solche Kandstücke des Polygons, welche 
mit denjenigen Bandstücken, die in Bezug auf die Mittellinie ihre Spiegelbilder 
sind, gerade zusammengeordnet sind. Es sind dies, wie aus Figur 3, resp. aus 
der Tabelle auf Seite 13 zu ersehen, nur bei folgenden Stücken der Fall: 

1. Die beiden begrenzenden Halbkreise, welche im Punkte t = mit der 

Mittellinie zusammenstossen ; 

7 

2. Die beiden begrenzenden verticalen Geraden durch die Punkte t = -±- , 

2t 

7 
resp. r = — — ; 

3. Die begrenzenden Halbkreise durch dieselben Punkte ; 

4. Die zwei Paare begrenzender Halbkreise, deren Diameter die Strecken 

16,. 7 , 7 . . 17 

sind : ± — - bis ± -5- , und ± -5- bis =b -=- . 

Das sind nun gerade diejenigen Stücke, die mit der Mittellinie zusammen 
nach unseren früheren Angaben, wie der Vergleich der Figuren der <r-Ebene 
und der s-Ebene zeigt, die eine Symmetrielinie, die wir als Grundlinie genommen 
haben, ausmachen. Wir haben daher folgenden 
3 
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Satz : Die Punkte der von uns bereits ausgezeichneten Symmetrielinie ergeben 
sämmtlich reelle Werte von h:[i: v,und sie sind die einzigen Punkte, die diese Eigen- 
schaft besitzen. 

In dieser Thatsache liegt auch der Grund dafür, dass wir diese Symmetrie- 
linie als Grundlinie angenommen haben. Unsere Ourve hat also einen und nur 
einen reellen Ourvenzug. Derselbe entspricht genau der Symmetrielinie, und 
muss also eine geschlossene Ourve bilden ; ferner müssen merkwürdige Punkte 
a, b, c in der bekannten Anzahl und Aufeinanderfolge, welche durch die drei- 
malige Wiederholung des Schemas : 

(abc bac) 
angegeben wird, daraufliegen. 

Um jetzt diesen einen reellen Curvenzug zu zeichnen, folgen wir dem Princip. 
Gleichberechtigtes auch für das Auge möglichst gleichartig hervortreten zu lassen. 
Wir wählen also das Ooordinatendreieck (X , /w , v) als gleichseitiges Dreieck und die 
a, : [i : v mit den Abständen von den Dreiecksseiten selbst proportional, wobei 
% + [i + v = die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist. Dann erhält 
man für den reellen Ourvenzug die einfache Gestalt der Figur 4. 

/ 
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Hierbei sind die merkwürdigen Punkte alle mit den zugehörigen Buchstaben 
a, b, c bezeichnet, und haben offenbar die angegebene Reihenfolge. Die Figur 
ist ferner symmetrisch in Bezug auf drei Geraden durch den Mittelpunkt der 
Figur. Diese drei Symmetrieaxen sind als Perspectivitätsaxen aufzufassen, 
wobei die zugehörigen Perspectivitätscentra in einer Richtung die gegen die 
bezügliche Perspectivitätsaxe senkrecht steht im Unendlichen liegen. Die reellen 
Punkte c liegen zu je 2 auf diesen 3 Geraden, während die Punkte a auf einem 
Kreis, die Punkte b auf einem zweiten Kreis, um den Mittelpunkt der Figur 
liegen. Bndlich bilden die Ecken des Coordinatendreiecks ein solches Wende- 
tripel, wie wir gegen Ende des vorigen Paragraphen schon definirt haben, und 
vermöge der Symmetrie der Figur bilden die übrigen Punkte a ebenfalls ein 
solches Wendetripel. Ich werde in den folgenden Paragraphen zunächst angeben, 
wie diese Figur construirt worden ist. 

§6. 

Die reellen Punkte a und b. 

1. Die Punkte a. Drei reelle Punkte a folgen sofort aus der Form der 

Curvengleichung. Denn, setzen wir da 3, = hinein, so folgt (/v = . Die 

Gerade /l = schneidet die Curve also wenn v = einfach, wenn [i = dreifach. 

Es ist also % = eine Wendetangente im Punkte (i — . Ebenfalls sind auch 

die Geraden fi — und v = Wendetangenten im den Punkten v = , resp. 

/l= 0. Es ist also die Behauptung, dass die Ecken des Coordinatendreiecks ein 

Wendetripel bilden, bestätigt. Wir haben somit für diese 3 Wendepunkte resp. 

folgende Coordinaten : 

0:0:1, 1:0:0, 0:1:0. 

Um die drei anderen reellen Wendepunkte zu finden, ziehe ich die Untergruppe 
von sechs Collineationen heran, durch welche der reelle Curvenzug in sich 
übergeht. Diese Collineationen transformiren reelle Punkte in reelle Punkte 
und sind daher reell. Sie entsprechen genau den Substitutionen der Gf 6 , bei der 
die Grundlinie des Fundamentalpolygons in sich übergeht. Die Collineationen 
von der Periode 3 lassen sich sofort aus der Form der Gleichung erschliessen. Die 
eine lautet nämlich : 

Z7:* X' = n, n' — v, i/ = X, 

* Dass diese Collineation sich gerade so aus den erzeugenden Collineationen 8 und T zusammen- 
setzen lässt, wie die entsprechende Substitution des Fundamentalpolygons, ist durch einfache Rechnung 
zu beweisen. 
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und die andere ist die Wiederholung von dieser. Die drei reellen Collineationen 
von der Periode 2 stellen einfach die Spiegelungen der Ourve gegen die drei 
schon genannten Symmetrieaxen dar. Von diesen ist die eine diejenige Colline- 
ation, die wir früher mit T bezeichnet haben : 

X' = AX + B(i + Gv , 
(i' = Bh+ G(i + Äv, 
v'= Ö% + Ap + Bv. 

Bei den Substitutionen der Periode 3 permutiren sich die schon gefundenen 
Wendepunkte cyclisch. Bei den perspectivischen Collineationen dagegen gehen 
dieselben in die drei Punkte über : 

G:A:B, A:B:G, B.G-.A. 

Diese drei Punkte sind also die anderen reellen Wendepunkte der Ourve, und 
bilden untereinander auch ein Wendetripel. 

Aus diesen Collineationen erfahren wir nebenbei noch die Gleichungen der 
Perspectivitätsaxen. Denn dieselben teilen offenbar die inneren Winkel je zweier 
symmetrisch liegender Wendetangenten in zwei gleiche Hälften, und laufen dabei 
durch den Mittelpunkt der Figur (1:1:1). Es lautet daher die Gleichung der 
einen Perspectivitätsaxe : 

7J + X = fi' + fi = v' + v = 0, 

die sich auch auf die Form bringen lässt : 

BC% + AB(i+ GAv = 0. 
Die Gleichungen der beiden anderen Perspectivitätsaxen ergeben sich hieraus 
sofort durch cyclische Vertauschung der Coefficienten von X , fi, v. 

II. Die Punkte b. Die Berechnung der reellen Doppeltangenten, bezw. 
ihrer Berührungspunkte geschieht am einfachsten, wenn man zunächst die 
folgende Identität betrachtet : 

XV + ffv + v 8 * 
= 49 (A + fi + v){G z X + B*{i + A*v){m. + A*fi + G 2 v){A*X + G 2 (i + B*v) 

— O 2 + p» + v 2 + 3 (ty + fiv + vX)J = 0. 

Aus dieser Form der Gleichung geht ohne Weiteres hervor, dass die reellen 
Geraden: 2 + ^ +v = 0, 

O*X + B 2 (i + A*v = 0, 

B*X + A*(i+G*v=0, 

A*X + Cfy + B*v = , 
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alle Doppeltangenten der Curve sind, und zwar liegen ihre Berührungspunkte 
sämmtlich auf dem Kegelschnitt (der sich vermöge der Symmetrie des Coordina- 
tensystems als ein Kreis erweist) : 

2? + (J? + v % + 3 (V + pv + vX) — . 

Die erste dieser Doppeltangenten ist die unendlich ferne Gerade, und ihre 
Berührungspunkte sind die imaginären Kreispunkte : 

1 : a : a 3 und 1 : a 3 : a . 

Die übrigen 3 Doppeltangenten haben aber reelle Berührungspunkte, und diese 
sechs Pimkte sind die gesuchten sechs reellen Punkte b . 

§7- 

Berechnung der Punkte c wad einzelner intermediärer Punhte. 

Wir haben oben schon bemerkt, dass die Punkte c auf der Curve von den 
21 Perspectivitätsaxen ausgeschnitten werden. Da die Elimination zwischen 
der Gleichung einer Axe und der Ourvengleichung zu einer Gleichung vierten 
Grades führt, deren Auflösung beträchtliche Schwierigkeiten darbieten würde, 
wenn man ohne besonderen Kunstgriff verführe, wird folgendermassen verfahren. 
Bei einer Oollineation der Periode 4 bleiben drei Punkte der Ebene fest. Die 
Wiederholung einer solchen Oollineation ergibt eine Oollineation der Periode 2 , 
also eine Perspectivität, bei welcher ein Punkt, das Perspectivitätscentrum, 
festbleibt, und eine gerade Linie, die Perspectivitätsaxe, Punkt für Punkt unge- 
ändert bleibt. Die Oollineation der Periode 4 ist daher für die Punkte der 
Perspectivitätsaxe nur von der Periode 2. Yon den drei Fixpunkten dieser 
Oollineation fällt dabei der eine notwendig mit dem betreffenden Perspectivi- 
tätscentrum zusammen, während die beiden anderen auf der zugehörigen Perspec- 
tivitätsaxe liegen. Die Punkte der Axe liegen also paarweise involutorisch, 
und die beiden Fixpunkte sind die Doppelpunkte dieser Involution. Wir wissen 
nun, dass irgend zwei zusammengehörige Punkte bei einer Involution zu den 
beiden Doppelpunkten derselben harmonisch liegen. Aber die Punkte c, die 
eine Axe aus der Curve ausschneidet, gehen bei der Oollineation von der 
Periode 4 notwendig in sich über. Sie verteilen sich also auf zwei zu den auf 
der Perspectivitätsaxe gelegenen Fixpunkten harmonische Paare. Wir sind 
hiermit auf folgende Art der Berechnung geführt. 
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Es werden zuerst die beiden Fixpunkte auf der Perspectivitätsaxe aus den 
Transformationsformeln berechnet, was mit Hilfe einer Quadratwurzel geschehen 
wird, und dann erst mit deren Zuhilfenahme die Schnittpunkte der Axe mit der 
Ourve vierter Ordnung. Bei letzterem Ansätze werden wir dabei notwendiger- 
weise auf eine Gleichung vierten Grades geführt, in der die Coefficienten der 
ersten und dritten Potenzen der Veränderlichen Null sind, deren Auflösung also 
nur zwei Quadratwurzeln erfordert. 

Ich werde dies jetzt ausführen. Zu dem Zwecke wähle ich die perspec- 
tivische Collineation T aus, und berechne die zugehörige Oollineation der Periode 
4 , indem ich die entsprechenden Congruenzen der «r-Ebene zuhilfe nehme, und 
die Bildung, derselben aus den erzeugenden Congruenzen untersuche. Es ergibt 
sich dass die Oongruenz 

^*' = =^ 2 (-od7) 

eine solche Congruenz von der Periode 4 ist, deren Wiederholung die erzeugende 
Congruenz : 

T: <r' = — -i- (mod 7) 

ergibt. Es kommt jetzt darauf an, R als Combination von S und T darzustellen. 

Es ergibt sich leicht : 

R = S t T8 i T8*. 

Dementsprechend lässt sich die gesuchte Collineation der Curve dureh die ent- 
sprechende Combination der Collineationen S und T erzeugen. Ich unterdrücke 
die Zwischenrechnung, da sie durchaus einfacher Natur ist. Das Resultat ist, 
dass sich die Collineation R folgendermassen darstellt : 

f 9 yj = / ( Gy«X + Ay s (i + By\) , 

R: l 9f i' = y 3 (Ay 6 X + By s /x + GyS), 

Ipv' = y*{By«h + Gy 3 p + AyS). 

Zur Kontrolle bilden wir uns die Wiederholung dieser Collineation : 

9 %» = ( CY + Ay + B>y) % + ( GA + ABy + B Gy 5 ) (i + (B Gy 2 + GAf + AB) v 

= AX + B(i+ Gv, 
9( i" = ( GA + ABy + B Cy*) a, + {Ay + B*y 5 + Oy ) ^ + (A Bf -f B G + OAf) v 

= BX + 0(i+.Av, 
9 v" = (B Gf + GAf + AB) X + (ABy* + BG+ CAy*) [i + (B» r + G z y» + Ay) v 

= Gh + A(i + Bv. 
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Es ist also in der That die Oollineation B eine solche, deren Wiederholung die 
Collineation T ergibt, d. h., die Oollineation B ist eine derjenigen zwei, die wir 
suchen. 

Setzen wir hier X'=X, (j! = (i, v'=zv, so bekommen wir für p die drei Werte : 



p=l, +V-1, -\/-l, 

und die Fixpunkte der Oollineation B sind demnach das Perspectivitätscentrum : 

X:(i:v = BC:AB: GÄ, 

und die beiden auf der entsprechenden Perspectivitätsaxe liegenden Punkte : 

1 + VT .B z : 1 + VJ.A* : 1 + V7 . <? 3 , 
1_V7.5 2 : 1 — V7.4 2 : 1 — V7 . (7 2 . 

Um nun die Schnittpunkte dieser Perspectivitätsaxe mit der Curve zu 
berechnen, setzen wir nach den Vorschriften der analytischen Geometrie 

X = (1 + V7 . S 2 ) + p (1 — V7 . B*) , 
p = (1 + \/7.4 a ) + p (1 — V7".4»), 
v = (1 + */7 . (?) + p (1 - V7". <7 8 ) , 

wo p ein Proportionalitätsfactor ist, in die Gleichung der Ourve hinein. Wir 

bekommen so eine Gleichung vierten Grades in p, die sich auf folgende Form 

reducirt : 

(21 — 8a/7) p* + 6p 2 + (21 + 8V7) = , 

wo also in der That die Glieder mit p 3 und p fehlen. Hieraus ergeben sich dann 
mit Hülfe von nur 2 Quadratwurzeln folgende Werte von p : 

± 1 



p===fcV 21 + 8V7undp = V2i _ 8V7> 

von denen die beiden ersten Werte reell, die beiden letzten dagegen imaginär 

sind. 

Damit haben wir die zwei reellen Punkte c gefunden, die auf der gewählten 

Axe liegen. Hieraus folgen aber sofort alle sechs reelle c, denn es liegen auf 

jeder der reellen Axen zwei. Die Ooordinaten der ersten zwei reellen c, die 

auf der Axe : 

BCX + ÄB(i+ OÄv — 
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liegen, werden durch die Formeln gegeben : 

jA = (1 + V7. B 2 ) ± ^21 + 8\/7.(l — VT.B*), 
?(l = (1 + V7.4 8 ) =fc V21 + 8V7 _ .(1 — V7". J. 2 ), 
p» = (1 + VY.C 2 ) ± ^21 + 8\/7. (1 — V7 . C 3 ) , 

oder, numerisch : ^,:^:r= 2.24 :— 0. 15 : 0.91 

und h-.(i:v=:— 3.01:4.73:1.28, 

und die Ooordinaten der entsprechenden Punkte e auf den anderen Axen ergeben 
sich durch cyclische Vertauschung der hiermit gegebenen. 

Die Ooordinaten dieser Punkte a, b, c können wir natürlich auch aus den 
Reihen in t berechnen. Indessen habe ich der algebraischen Methode den 
Vorzug gegeben, da die Beziehung zur Gruppe von 168 Transformationen dabei 
deutlicher hervortritt. Die T-Reihen habe ich noch benutzt, um neben den 
jetzt gefundenen a, b, c einige intermediäre Punkte des reellen Curvenzugs zu 
berechnen. Ich gebe eine kleine Tabelle solcher Punkte, und bemerke nur noch, 
dass jeder Punkt, dessen Ooordinaten in der Tabelle angegeben worden sind, 
eigentlich vermöge der dreifachen Symmetrie der Figur als Repräsentant eines 
Systems von sechs Punkten angesehen werden darf, insofern nur die geometrische 
Construction der Curve in Betracht kommt. 

2* fj. v 

— 0.003 0.273 2.730 

— 0.06 0.71 2.35 

— 0.28 1.09 2.18 

— 0.36 1.19 2.17 

— 0.92 1.67 2.26 

— 1.59 2.31 2.38 

Aus den in §§6, 7 nunmehr gefundenen Punkten ist Fig. 4 construirt worden. 

§8. 

Beeile Verbindwngslmien imaginärer Punkte a. 

Die übrigen Punkte der Ourve sind nun alle imaginär ; sie kommen aber 
immer paarweise conjugirt vor, wo jedes Paar durch eine reelle Gerade ver- 
bunden ist. Wir interessiren uns natürlich hauptsächlich für die Verbindungs- 
linien, welche die imaginären Punkte a, b, c in diesem Sinne besitzen. Von 
denselben stehen einige in sehr einfacher Beziehung zu den schon bestimmten 
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Linien der Figur. Wir finden beispielsweise folgende Sätze über die Lage der 

Verbindungslinien imaginärer a. 

Die 18 imaginären Punkte a ergeben sich aus den reellen a des zweiten 

Dreiecks durch Anwendung der Collineationen S, S*, . . . . S*. Nun gehen aus 

dem Punkte : 

k.(i:v = A:B.G 

bei den Substitutionen S, resp. $ 6 folgende conjugirt imaginäre Punkte hervor : 

yA-.y^B-.fC, 

y'A-yß-yc, 

und die Gleichung der reellen Verbindungslinie derselben lautet : 

BGk + C*(i + B*v = 0. 

Die drei in Bezug auf das Ooordinatendreieck symmetrisch liegenden Verbind- 
ungslinien, von denen die eine die eben angegebene ist, bilden ein Dreieck, 
dessen Ecken die Schnittpunkte folgender Paare von reellen Wendetangenten 

sind : 

a, = 0, %' = A3, + Bp+ Gv = Q, 

[i = , v 1 — Ck + Ap + Bv = , 

v = 0, (i 1 = BT, -f G/i + Av = 0. 

Ganz ähnliche Sätze gelten für die übrigen sechs Verbindungslinien conjugirt 
imaginärer Punkte a. Diese neun Verbindungslinien finden sich punktirt in der 
Figur vor. 

Es besteht auch zwischen diesen Verbindungslinien und den reellen Doppel- 
tangenten eine sehr einfache Relation. Es verbindet nämlich die Doppel- 
tangente : 

c*% + ßy + a\ = o 

die Schnittpunkte folgender sechs Paare von Geraden, von denen die einen reelle 
Wendetangenten, die anderen reelle Verbindungslinien imaginärer Wendepunkte 

sind: 

% = 0, AB% + B*[i + AS = 0, 

^=0, G»k +GAp + A*v = 0, 

v = 0, G 2 k +&(i +BGv=0, 

a/=5 0, BOX +0*11 +B 2 v = 0, 

p' = 0, A'% +AB(i+B 2 v = 0, 

v' = 0, A 2 % + Cfi + GAv=0. 
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Ganz ähnliche Sätze gelten auch für die beiden anderen im Endlichen gele^ 
genen reellen Doppeltangenten, wie sofort an der Figur nachzuweisen ist. 

§9- 
Beciprocation der Figur. 

Der Zielpunkt vorliegender Arbeit ist die Bildung der zu unserer Normal- 
gleichung im Sinne der Einleitung gehörenden mehrfachen. Ueberdeckung der 
Ebene. Hierbei darf man aber %:(i:v nicht mehr als Punktcoordinaten 
betrachten, man muss sie vielmehr als Liniencoordinaten einführen. Um also 
die eigentliche Grundlage für diese Arbeit zu erhalten, müssen wir die Unter- 
suchung der vorigen Paragraphen umkehren, und die Figur der reciproken Ourve 
betrachten. "Wir bekommen dabei, allgemein zu reden, eine Curve vierter 
Classe mit 24 Spitzen und 28 Doppelpunkten. 

Speciell, die Keciprocation des reellen Ourvenzugs ergibt einen reellen Cur- 
venzug mit 6 reellen Spitzen und 3 reellen Doppelpunkten. Ausserdem besitzt 
die reciproke Ourve, der isolirten unendlich fernen Doppeltangente entsprechend, 
welche die Ourve vierter Ordnung hatte, ihrerseits einen reellen isolirten Doppel- 
punkt, der notwendigerweise im Mittelpunkte der Figur liegt. 

Um dies jetzt constructiv durchzuführen, wird es offenbar vorteilhaft sein, 
in Bezug auf einen solchen Kegelschnitt zu reciprociren, dass die Ooordinaten 
eines Punktes der einen Curve unter Festhaltung des Ooordinatensystems unver- 
ändert die Ooordinaten der entsprechenden Tangenten zur reciproken Ourve 
wiedergeben. Eine solche Reciprocation wird mittelst des Kegelschnitts 

tf + (i* + v z = 

geleistet, denn die Gleichung der Polargeraden eines Punktes \ : (i x : v x lautet : 

/Ui + (i(ix + vv 1 =0, 

hat also dieselben Grössen % u (i 1) v x zu Ooordinaten wie der Punkt selbst. Dieser 
Kegelschnitt ist aber, wenn wir dasselbe Coordinatensystem benutzen wie vorhin, 
ein imaginärer Kreis, und wir müssen zunächst die geometrische Deutung einer 
auf diesen imaginären Kreis bezüglichen Keciprocation untersuchen. 

Will man in Bezug auf einen imaginären Kreis reciprociren, dessen Gleich- 
ung in gewöhnlichen rechtwinkligen Ooordinaten lautet : 

x* + tf + f = 0, 
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so ist das dasselbe, als wenn man in Bezug auf den reellen Kreis 

rf + y 2 — 1* = 
reciprocirt, und dann die ganze Figur um 180° um den Mittelpunkt herumdreht. 
Um das entsprechende Resultat für unseren Fall durchzuführen, setzen wir : 

31 + (i + v =zt, 

/l + a(i + ct?v = x + yi, 

/l + a?ft -j- ojv =03 — yi, 



21ir 



wo 



a 



Diese Transformation entspricht einer Transformation auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem (x, y), wo die x-Axe parallel zur Geraden a,= durch den 
Mittelpunkt des Coordinatendreiecks gezogen ist, und die y-Axe senkrecht zur 
cc-Axe steht und ebenfalls durch den Mittelpunkt des Coordinatensystems läuft, 
wie in folgender Figur gezeigt wird : 




Fig. 5. 

Aus den Transformationsformeln haben wir sofort : 
7? + fi z + v z + 2 (Xft + [tv + vX) = t\ 

X + (l* + V % — (V + [IV + VX) = X 2 + f. 

Also lautet die Gleichung des imaginären Kreises in rechtwinkligen Coordinaten : 

2(x* + y*) + ? = 0, 

und die Gleichung des entsprechenden reellen Kreises : 

2 (a; 2 + y 2 ) — f = 

lautet in homogenen Coordinaten % , (t, v: 

7? + n* + v* — 4 (V + ixv + vX) = 0. 
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Wir können also die Reciprocation auf die Weise geometrisch durchführen, dass 
wir in Bezug auf den letztgenannten Kreis (der übrigens in der Figur ganz genau 
gezeichnet ist) reciprociren, und dann die ganze Figur um 180° um den Mittel- 
punkt herumdrehen. 

Es führt indessen zu einer genaueren Zeichnung, wenn wir nicht die neue 
Figur in der hiermit geschilderten Weise aus der ursprünglichen Figur geome- 
trisch herleiten, sondern die Punktcoordinaten der hauptsächlichen Punkte der- 
selben algebraisch berechnen und darnach die Figur unabhängig construiren. 
Wir führen also die Oonstruction der Curve vierter Olasse in der Weise aus, dass 
wir erst die Gleichungen der Tangenten in den einzelnen von uns festgelegten 
Punkten der Curve vierter Ordnung berechnen ; wir haben dann in den Coeffi- 
cienten einer solchen Gleichung die Ooordinaten des entsprechenden Punktes der 
Gurve vierter Classe, und tragen diese in die Figur ein. Die Curve hat dann 
diefolgende Gestalt : 
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Fig. 6. 
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Die genauere Ausführung dieser Figur wird sofort angegeben. Wir bemerken 
zunächst, dass diese Curve auch wieder in Bezug auf dieselben drei Symmetrie- 
axen symmetrisch liegt, wie die ursprüngliche Curve vierter Ordnung ; es war 
dies von vornherein zu erwarten. 

§10. 
Die singulären Punkte der reciproken Curve. 

Ich gehe jetzt zur Berechnung der merkwürdigen Stellen der Curve vierter 
Classe über. Hierbei werde ich nach wie vor immer von den " Punkten" a, b, c 
sprechen, indem ich so die Stellen bezeichne, die den früheren a, b, c correspond- 
iren, und die. also den Tangenten entsprechen, welche die Curve vierter Ordnung 
in den Punkten a, b, c besass. Dieselben erweisen sich von principieller Wich- 
tigkeit für die zu bildende Ueberdeckung der Ebene. 

I. Die 6 reellen Punkte a. Es hat sich bei der Curve vierter Ordnung erge- 
ben, dass die 6 reellen Wende tangenten zwei Dreiecke bilden, deren Ecken 
gerade die Wendepunkte sind. Dem genau entsprechend, bilden hier bei der 
Curve vierter Classe die 6 reellen Spitzentangenten zwei Dreiecke, deren 
Ecken die Spitzen sind. Von diesen Dreiecken ist das eine, wie sofort aus den 
entsprechenden Formeln für die Curve vierter Ordnung zu ersehen ist, das 
Coordinatendreieck (2,, (i, v) selbst. Das zweite Dreieck wird aus denselben 
Gründen eben von denselben Geraden gebildet, wie das entsprechende Dreieck 
(h 1 , (i', v') der Curve vierter Ordnung. Die Coordinaten der Spitzen a sind also 
identisch mit den Coordinaten der Wendepunkte, und somit bezw. durch die 

Formeln gegeben : 

0:0:1 , 1:0:0 , 0:1:0, 

0:Ä:B, A-.B-.Ö, B.Ö.A. 

II. Die reellen Punkte b. Es gibt, wie oben schon bemerkt, vier reelle Dop- 
pelpunkte, von denen der eine im Mittelpunkt der Figur isolirt liegt. Dieselben 
vereinigen in sich je 2 Stellen b, je nachdem man nämlich den einen oder den 
anderen Ast der Curve, der durch sie bezw. hindurchgeht, meint, und ihre Coordi- 
naten ergeben sich sofort aus den Gleichungen der entsprechenden Doppeltan- 
genten der Curve vierter Ordnung : 

1:1:1 (der isolirte Punkt) , 
G*:B*:J?, B*:A*:(P, A^.Ö^-.W. 



30 Haskell : Ueber die zu der Gurve X 3 fj. + //v 4* v z "k = im projectiven 

III. Zto'e 6 reellen Punkte c. Da die algebraischen Formeln für die sextak- 
tischen Punkte sehr complicirt sind, begnüge ich mich damit, dass ich die Coordi- 
naten derselben numerisch angebe. Auf der Symmetrieaxe, deren Gleichung 

lautet : B G% + ÄBfi + GÄv = 

liegen die beiden Punkte c: 

— 0.30:2.20:1.09 

und 1.40:0.63:0.98, 

während die entsprechenden Punkte auf den anderen beiden Symrnetrieaxen 
sich durch cyclische Vertauschung dieser Ooordinaten ergeben. 

IV. Schnittpunkte imaginärer Spitzentangenten. Es geht bei der Reciproca- 
tion jedes Paar conjugirt imaginärer Punkte der Ourve vierter Ordnung mit 
reeller Verbindungslinie in zwei conjugirt imaginäre Tangenten der Ourve 
vierter Classe mit reellem Schnittpunkt über. Was die Lage der Schnittpunkte 
der imaginären Spitzentangenten angeht, so haben wir, dem §8 dualistisch 
entsprechend, folgende Sätze : 

1. Die drei Schnittpunkte dieser Art, deren Coordinaten bezw. sind : 

BG:G*:B*, C % :B % :BG, B % :BG:G 2 

sind die Ecken des aus den Verbindungslinien folgender Paare von reellen 

Punkte a gebildeten Dreiecks : 

1:0:0, A:B: G, 

0:1:0, G:Ä:B, 

0:0:1, B.G.A. 

Für die beiden anderen Tripel von Schnittpunkten conjugirt imaginärer Spitzen- 
tangenten gelten ähnliche Sätze, wie aus der Figur zu ersehen, wo alle genannten 
Punkte und Linien eingetragen sind. 

2. In dem Doppelpunkte rn.'Az.Tß 

stossen die Verbindungslinien der folgenden sechs Punktepaare zusammen, wo 
jedesmal der eine Punkt eines Paares eine reelle Spitze ist, der zweite Punkt 
der reelle Schnittpunkt zweier conjugirt imaginärer Spitzentangenten : 



1:0:0, AB 
0:1:0, G % 
0:0:1, G* 
A.B-.G, BG 
B:G:A, A % 
C:A:B, A* 



& :A\ 
GA:A\ 
B* :BC, 
C* :B*, 
AB:B*, 
G* :'GA. 
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Dritter Abschnitt. 

Einführung und Haupteigenschaften der zu der Gurve vierter ölasse gehörenden 
mehrfachen Ueberdeckung der Ebene. Aufgabenstellung. 

An die nunmehr gezeichnete Curve vierter Classe schliesst sich die schon 
besprochene mehrfache Ueberdeckung der Ebene an, deren Gesammtverlauf jetzt 
untersucht werden soll. 

§11- 

Die Ueberdeckungen verschiedener Teile der Ebene. 

Die Frage nach der Anzahl der Blätter, mit welchen jeder Teil der Ebene 
überdeckt zu denken ist, ist identisch mit der Frage : wie viele von den Tan- 
genten an die Curve von jedem Punkte des betreffenden Teils der Ebene aus 
sind imaginär? Dies lässt sich durch folgende einfache Betrachtung sofort 
erschliessen. Von jedem Punkte der Ebene aus laufen an die Curve vierter Classe, 
algebraisch zu reden, vier (reelle oder imaginäre) Tangenten. Für einen gewöhn- 
lichen Punkt auf der reellen Curve fallen von diesen Tangenten zwei zusammen. 
Nehmen wir nun zwei benachbarte Stellen auf der einen, resp. auf der anderen 
Seite der Curve. An Stelle der zusammenfallenden Tangenten des Curven- 
punktes treten an der convexen Seite der Curve zwei reelle und verschiedene 
Tangenten ein, an der concaven Seite dagegen zwei imaginäre Tangenten. Das 
Verhalten der übrigen Tangenten, wenn wir von dem einen Punkte zum anderen 
gehen, bleibt ungeändert. Wir haben somit folgende 

Regel : Beim Uebergang von der convexen zur concaven Seite des reellen Ourven- 
zugs wird die Anzahl der imaginären Tangenten von einem Punkte aus um zwei 
vermehrt. 

Die Anzahl der imaginären Tangenten von jedem Punkte der einzelnen 
Gebiete oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Anzahl der Blätter der mehr- 
fachen Ueberdeckung, wird dann durch die Ziffern der folgenden Figur ange- 
geben. Denn es laufen nach der gegebenen Regel Von den Punkten des äusseren 
Gebietes zwei imaginäre Tangenten weniger an die Curve als von den Punkten 
des inneren Gebietes, in welchem der isolirte Doppelpunkt sich befindet, und 
zwei imaginäre Tangenten mehr als von den Punkten der übrigen drei dreieck- 
förmigen Gebiete, und die Anzahl solcher imaginärer Tangenten beträgt hoch- 
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S. 
Fig. 7. 

stens vier. Es lässt sich auch leicht unmittelbar sehen, dass von jedem Punkte 
eines der dreieckförmigen Gebiete in der That vier reelle Tangenten an die 
Curve laufen. 

§12. 

Ton dem Zusammenhange der verschiedenen Ueberdeclcungen. 

Jetzt kommt der Gedanke zur Geltung, den wir schon in der Einleitung 
besprochen haben. Wir ordnen jede Gerade unseres algebraischen Gebildes in 
der Weise einem Punkte zu, dass jede imaginäre Tangente ihrem einen reellen 
Punkt und dementsprechend jede reelle Tangente ihrem Berührungspunkt 
entspricht. Damit diese Beziehung ein-eindeutig wird, denken wir uns die 
Ebene in jedem Teile aus so vielen Blättern bestehend, wie die Anzahl der 
von einem Punkte desselben zu vertretenden Tangenten beträgt, wobei der 
Punkt in dem einen oder in dem anderen Blatte gelegen zu denken ist, je nach- 
dem die eine oder die andere Tangente in Betracht zu ziehen ist. Diese Anzahl 
ist nun gerade in der obigen Figur angegeben. 

Diese Blätter sind dabei insoweit paarweise zusammengeordnet, als die 
Tangenten eines jeden Punktes paarweise conjugirt imaginär vorkommen, und 
wir werden von dem oberen, bezw. dem unteren Blatte jedes solchen Paares reden 
dürfen. In jedem Blatte denken wir uns nun die Flächennormale nach aussen 
hin gerichtet, also in einem oberen Blatte nach oben, in einem unteren Blatte 
nach unten. Demnach sprechen wir von der positiven oder von der negativen 
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Seite eines Blattes, je nachdem die Flächennormale nach der betreffenden Seite 
hin gerichtet ist, oder nicht. Was den Zusammenhang der verschiedenen Blätter 
angeht, können wir folgende Angaben machen, deren nähere Untersuchung, resp. 
Beweis bis auf ein weiteres Kapitel verschoben wird. 

Im Unendlichen zeigen sich keine wesentlichen Singularitäten. Es gehen 
demnach die beiden Blätter ohne Verzweigung in einander über, das obere Blatt 
in das untere, und umgekehrt, — und zwar die positive Seite des oberen Blattes 
in die positive Seite des unteren Blattes, die negative Seite in die negative. Dies 
stimmt mit unserer Angabe des Sinnes der Flächennormale, denn dieselbe dreht 
sich, den Vorstellungsweisen der projectiven G-eometrie entsprechend, um 180°, 
wenn man durch das Unendliche hindurchläuft, und ein Punkt auf der positiven 
Seite des einen Blattes muss dabei ins andere Blajtt geraten, damit er auf der 
positiven Seite bleibt. 

Längs des reellen Curvenzugs sind jedesmal solche zwei Blätter zusammen- 
gebunden zu denken, welche dort* überhaupt aufzuhören scheinen, wobei wieder 
die positive Seite des einen Blattes in die positive Seite des anderen Blattes 
übergehen muss und umgekehrt. Es hängen also die zwei Blätter, welche nur im 
innersten Gebiete existiren, längs ihrer ganzen, von drei krummlinigen Stücken 
gebildeten Contour mittelst einer Falte zusammen, während die beiden anderen 
Blätter die ganze Ebene mit Ausnahme von den drei äusseren dreieckförmigen 
Gebieten überdecken und längs der Contour der letzteren mittelst einer Falte 
zusammenhängen. 

Zu dem isolirten Doppelpunkt gehören zwei Paare zusammenfallender Tan- 
genten. Dieser Punkt zählt also als gemeinschaftlicher Punkt der beiden oberen 
Blätter, bezw. der beiden unteren. Es zeigt sich ferner, dass man erst nach 
zweimaligem Umlauf um diesen Punkt herum nach einem gegebenen Punkt seiner 
Umgebung wieder zurückgelangt. Der isolirte Doppelpunkt ist also ein Doppel- 
verzweigungspunJä der Ueberdechung, d. h., ein einfacher Verzweigungspunkt 
sowohl für die beiden oberen Blätter, wie für die beiden unteren. Es besteht also 
um den Mittelpunkt herum ein Zusammenhang zwischen jedem der beiden grossen 
Blätter und dem zugehörigen kleinen Blatte. Um daher von einem grossen Blatte 
in das zugehörige kleine Blatt zu gelangen, und umgekehrt, müssen wir uns diese 
beiden Verzweigungspunkte durch einen Verzweigungschnitt, oder auch durch 
irgend eine ungerade Zahl von Verzweigungsschnitten verbunden denken. Man 
weiss von der gewöhnlichen Biemann'schen Fläche, dass diese Verzweigungs- 
5 
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schnitte in hohem Masse willkürlich sind. Der Symmetrie halber ziehe ich drei 
solche Verzweigungsschnitte, und zwar in der Figur geradlinig, indem ich jedes- 
mal durch einen der Doppelpunkte des reellen Curvenzugs hindurchgehe. Ein 
solcher Verzweigungsschnitt erstreckt sich dann vom Mittelpunkte aus zunächst 
in den beiden oberen Blättern verlaufend bis zu einem der drei Doppelpunkte hin, 
um dann von diesem in den beiden unteren Blättern verlaufend wieder zum 
Mittelpunkte zurückzukehren. 

Wir haben nun endlich in der folgenden Figur ein Bild der Ueberdeckung, 
wobei der Zusammenhang der beiden oberen Blätter durch Punktirung eines Weges 
angedeutet ist, und das grosse Blatt als über dem kleinen Blatt gelegen zu 
denken ist. 




Fig. 8. 



Vierter Abschnitt. 

Uebertragung der Symmetrielinien auf die mehrfache Ueberdechung der Ebene. 

Es ist nun die Aufgabe, die Beziehung der mehrfachen Ueberdeckung der 
Ebene zum Fundamentalpolygon so deutlich wie möglich hervortreten zu lassen. 
Hiernach werden wir vor allen Dingen verlangen, dass in diese Figur die den 28 
Symmetrielinien entsprechenden Curven hineingetragen werden, wobei dieselbe 
in 2.168 Dreiecke zerlegt wird, welche einzeln den Dreiecken des Fundamental- 
polygons genau entsprechen. 
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§13. 

Allgemeiner Ansatz. 

Es ist oben schon gezeigt worden, dass bei den 168 Transformationen des 
(geschlossenen) Fundamentalpolygons in sich jede der 28 Symmetrielinien stets 
wieder in eine solche übergeführt wird. Es is nun die Frage, wie wird dieses 
Vorkommen auf der mehrfachen Ueberdeckung der Ebene wiedergegeben? Um 
diese Frage zu beantworten, bemerken wir zunächst, wie wir schon hervorge- 
hoben haben, dass der reelle Curvenzug der einen Symmetrielinie, die wir die 
Grundlinie genannt haben, entspricht. Es bleibt also übrig, die Natur der 
reellen Curven zu untersuchen, in die der reelle Curvenzug vermöge unserer 
Festsetzungen bei der Gruppe der 168 Collineationen transformirt wird. Bei 
den 6 reellen Collineationen zunächst geht derselbe einfach in sich über. Wendet 
man aber eine imaginäre Collineation auf ihn an, so gehen seine reellen Tangenten 
zunächst in ein Aggregat von imaginären Tangenten über, von welchen jede ihr 
Bild auf der mehrfachen Ueberdeckung der Ebene in ihrem einen reellen Punkte 
findet. Dieses Aggregat von Punkten stellt ersichtlich eine zweite Symmetrie- 
linie des Fundamentalpolygons dar. Ich behaupte und werde sofort beweisen : 

Jedes solche Aggregat von Punlden, welches auf der mehrfachen Ueberdeclcung 
der Ebene einer Symmetrielinie des Fundamentalpolygons entspricht, bildet den 
reellen Zug einer algebraischen Gurve; und zwar geht diese Ourve aus der Qrund- 
curve durch eine quadratische Transformation hervor. 

Beweis : Es sei 

%v> + [iv + vw = 

die Gleichung einer reellen Tangente der Curve vierter Classe. Wendet man 
irgend eine imaginäre Collineation 2 der Gruppe auf dieselbe an, so entsteht die 
Tangente : 

4>M + tyv + %W = , 

wo <£ : 4> : X lineare Functionen von X : (j. : v sind. Dieselbe wird auf der mehr- 
fachen Ueberdeckung der Ebene durch ihren einen reellen Punkt, den Schnitt- 
punkt der conjugirt imaginären Tangente : 

ty'u + ^'v + x' w = 
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vertreten. Die Coordinaten des betreffenden reellen Schnittpunktes sind dem- 
nach durch die Formeln gegeben : 

pu = 4*%' — $% , 
Q: pv =%<p' — %'$, 

und diese Formeln stellen offenbar eine in den X, p, v quadratische Transforma- 
tion dar. Eliminirt man nun die drei Grössen p , X : n : v zwischen diesen drei 
Gleichungen und der Curvengleichung 

X B H + H'v + v%= , 
so bekommt man eine algebraische Gleichung in u : v : w , die Gleichung der 
Symmetrielinie, die wir suchen. 

Dass die gesuchte Symmetrielinie im. Allgemeinen gerade den reellen Zug 
der auf diese Weise gefundenen Curve bildet, ergibt sich sofort aus der Form der 
Transformationsgleichungen Q. Diese Gleichungen haben nämlich reelle Coeffi- 
cienten und transformiren reelle 7i : /i : v in reelle u : v : w , imaginäre X : [i : v in 
imaginäre u : v : w. Die einzige Ausnahme bildet der in der That vorkommende 
Fall, dass zwischen den Transformationsgleichungen eine lineare, von X- (i:v 
unabhängige, algebraische Relation besteht. In diesem Falle geht bei der 
Transformation die ganze Ebene in eine gerade Linie über, und die gesuchte 
Symmetrielinie bildet nur einen Teil der ganzen Linie. 

Was den Grad der so entstehenden Curven angeht, so beachte man folgendes. 
(Der Ausnahmefall wird einstweilen bei Seite gelassen.) Die drei Kegelschnitte 

(I) w — Vz = °> 

(II) x # — £'<?>= 0, 
(III) ^' — <|>'^=0 

haben immer 3 Punkte gemeinsam. Denn aus den Gleichungen (I) und (II) 
folgt sofort (III), sofern man von dem einen Schnittpunkte, von (I) und (II) 
absieht, welcher in % = %' = hineinfällt. Die Transformation Q ist also nach 
bekannten Principien der analytischen Geometrie immer eine eindeutig umkehr- 
bare (eigentliche quadratische) Transformation. Die drei gemeinsamen Schnitt- 
punkte der drei Kegelschnitte (I), (II) und (III) nennen wir die Fundamental- 
punJäe der Transformation. 

Die Umkehrtransformation lautet dann etwa : 

a% = 4>(m, v, w), 

C(l =■ '<P (u , v , w) , 

av = X(w, v, w), 
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wo<ä>, $, X Formen zweiter Ordnung sind. Setzt man diese Werte für 31, fi, v in 
die Gleichung der Curve 

a-V + n 3 v + v 3 % = o 

hinein, so bekommt man eine Gleichung 8 ten Grades in u:v:w. Läuft aber die 
Grundcurve durch einen oder mehrere der Fundamentalpunkte, so treten in 
diese Gleichung 8 ten Grades, der bekannten Theorie der quadratischen Trans- 
formation zufolge, lineare Factoren ein, von denen man absehen kann. Denn 
in diesem Falle entspricht einem solchen Punkt 31 : ja : v nicht ein bestimmter 
Punkt u:v:w, sondern eine ganze gerade Linie, die nichts mit der gesuchten 
Curve zu thun hat.* Es reducirt sich dann die gesuchte Gleichung auf eine 
Gleichung bezw. des siebenten, sechsten oder fünften Grades. 

Um auf den oben erwähnten Ausnahmefall zurückzukommen, bemerken wir : 
in diesem Fall haben die drei Kegelschnitte vermöge der zwischen ihren Gleich- 
ungen bestehenden linearen Relation nicht nur drei, sondern sogar vier Schnitt- 
punkte gemein, und bilden drei Curven eines Curvenbüschels durch die vier 
Punkte. Eine solche Transformation nennt man eine uneigentliche quadratische 
Transformation. Ihre Bedeutung ergibt sich später so einfach, dass von einer 
vorherigen allgemeinen Erläuterung abgesehen werden kann. 

§14. 
Eeduction der Aufgabe. 

Ehe wir jetzt gleich zur Berechnung der einzelnen Symmetrielinien übergehen, 
wird es vorteilhaft sein, zu untersuchen, in wie fern sich die Aufgabe vermöge 
der einfachen Bedeutung der reellen Collineationen vereinfachen lässt. Unter 
der Festsetzung eines gleichseitigen Dreiecks als Coordinatendreieck haben wir 
gesehen, dass die Operationen der (7 6 , welche den reellen Curvenzug in sich über- 
führen, folgende Bedeutung haben. Die Transformationen der Periode 3 stellen 
eine Drehung um den Mittelpunkt der Figur herum dar. Die Transformationen 
der Periode 2 ergeben eine Spiegelung der Figur im gewöhnlichen Sinne in Bezug 
auf die drei Symmetrieaxen derselben. Dieselbe Bedeutung müssen diese 
Transformationen auch für die ganze Ueberdeckung der Ebene haben. 

Jetzt ist es klar, warum wir schon im Fundamentalpolygon die Symmetrie- 

* Salinem, Higher Plane Curves, Art. 358. 
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linien in Bezug auf die entsprechende Untergruppe (? 6 in Classen zerlegt haben. 
Denn von jeder Gruppe von Ourven, welche bei den Transformationen dieser G e 
in einander übergehen, brauchen wir jedesmal nur eine zu berücksichtigen, und 
ihre Gleichung zu berechnen. Die anderen ergeben sich dann sofort bei Anwen- 
dung der einfachen Transformationen der reellen G e . 

In Bezug auf die 6r 6 gab es nun vier verschiedene Classen von Symmetrie- 
linien im Fundamentalpolygon der s-Ebene : (1) die drei Curven, welche sich 
selbst symmetrisch liegen, von denen jede durch zwei Punkte c der Grundlinie 
hindurchläuft; (2) die drei Paare symmetrisch liegender Linien, von denen jedes 
Paar durch zwei Punkte b der Grundlinie hindurchläuft; (3) die drei Paare 
symmetrisch liegender Curven, welche die Grundlinie gar nicht schneiden ; 
(4) die sechs Paare symmetrisch liegender Curven, von welchen drei Paare durch 
drei zusammengehörige Punkte a der Grundlinie, die übrigen drei Paare durch die 
anderen drei Punkte a der Grundlinie hindurchlaufen. 

Wir bemerken nun, dass symmetrisch liegende Linien des Fundamental- 
polygons übereinanderliegende Curven der mehrfachen Ueberdeckung der Ebene 
ergeben. Denn symmetrisch liegende Punkte des Fundamentalpolygons ergeben 
conjugirt imaginäre Tangenten der Curve vierter Classe und werden daher durch 
übereinanderliegende Punkte der mehrfachen Ueberdeckung dargestellt. Jedes 
Paar von symmetrisch liegenden Linien des Fundamentalpolygons wird also durch 
eine und dieselbe Curve der wio-Ebene repräsentirt. Wir bekommen also in 

der tMw-Ebene 

3 Symmetrielinien der ersten Art , 

3 Symmetrielinien der zweiten Art, 

3 Symmetrielinien der dritten Art , 

6 Symmetrie linien der vierten Art, 

wobei wir jedesmal nur eine, repräsentirende Curve auswählen, und ihre Gleichung 
berechnen, indem die anderen aus ihr durch die 6 reellen Collineationen hervor- 
gehen. 

§15. 

Die Symmetrielinien der eisten Art. 

Von den Symmetrielinien der ersten Art greifen wir diejenige heraus, die 
wir schon genauer betrachtet haben, und die bei den conjugirten Transforma- 
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tionen S i TS, resp. S 3 TS e aus der Grundlinie hervorgeht. Die entsprechende 
Collineation S* TS wird durch die Formeln gegeben: 

fl! = y {Ay% + By*fi + Oyv), 
9il ' = y* (S/Ä + <7y 2 ^ + Ayv) , 

pv ' = y 2 ( cyx + 4yV + B r v ) 

und die Collineation ä" 3 ^ 6 ist einfach die conjugirt imaginäre Collineation. 
Für die gesuchte Curve lauten alsdann die Transformationsformeln : 

au - (ji'v") = A (tfB + ix. 2 CA + v % AB + ^0* — v% (B* + C*) + %(iB 2 ) , 
av = (iW) = C(A a CJ. + p»AB + ^ 2 J5(7 + ^ 2 + v%W - Aft (^L 2 + £*)), 
<r«> = (AV) = 5 (AU.B + ^B (7 + v 2 CA — [iv{C % + A 2 ) + »tf, tf 2 + V^ 2 ) • 

Hier bemerkt man sofort, dass zwischen diesen Transformationsformeln eine 
von /L : fi : v unabhängige Relation besteht, nämlich : 

^ + (7 + 5 -° 
oder, J3 Cu + ABv + CJImj = , 

welches die Gleichung von einer der reellen Symmetrieaxen der Figur ist. Bei 
dieser Transformation geht also die ganze Ebene in diese eine Gerade über, und 
die von uns gesuchte Symmetrielinie bildet jedenfalls einen Teil der Geraden. 

Die beiden anderen Symmetrielinien der ersten Art sind die entsprechenden 
Teile der beiden anderen reellen Symmetrieaxen. Ihr Verlauf auf der mehr- 
fachen Ueberdeckung wird später (§ 20) gegeben. 

§16. 
Die Symrnetrielinien der zweiten Art. 

Von den Symmetrielinien der zweiten Art im Fundamentalpolygon schneidet 
jedes Paar symmetrisch liegender Linien die Grundcurve in zwei Punkten b. 
Diese Punkte b sind jedesmal diejenigen, deren Vertreter auf der mehrfachen 
Ueberdeckung zu einem Doppelpunkt der Curve vierter Classe sich vereinigen. 
Daraus, schliessen wir sofort, dass von den betreffenden Symmetrielinien der 
zweiten Art auf der mehrfachen Ueberdeckung jede einen Doppelpunkt besitzt, 
der mit einem der reellen Doppelpunkte der Curve vierter Classe zusammenfällt. 
Als Eepräsentanten dieser Art nehmen wir diejenige Curve, welche die beiden 
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symmetrisch liegenden Linien, die aus der Grundlinie bei den Transformationen 
S 3 TS 3 , bezw. S i TS i hervorgehen, vertritt. Die entsprechende Collineation 
S 3 TS 3 lautet ^ _ ^ ^ % + ß ^ + Q ^ ^ 

p(i' — y 5 {Bfh + Gy 5 (i + 4y %) , 
?v ' — y 6 ( GfK + J.y 5 ^ + B/v) , 

und die Collineation 8* TS* ist einfach die conjugirt imaginäre Collineation. Bei 
Zusammensetzung dieser beiden Collineationen auf die vorgeschriebene Weise, 
erhält man folgende quadratische Transformation : 

au=X 2 BG i +[i 2 AG* + v % ABG + (ivABO + 2vXA*B + 2fyABG, 
av = tfAB G + [SAB* + v z B* (7 + 2^ AB G + ^45 G + 2% CM , 
aw = XA % B + /aMBC + r»-ä»(7 + fyv&G + aj»U5C+ tyABG. 
Um die Fundamentalpunkte dieser Transformation zu berechnen, bemerke 
man zunächst, dass die beiden Collineationen jS 3 TS 3 und S i TS i nicht nur conju- 
girt imaginäre Collineationen, sondern auch gerade die Wiederholungen von 

einander sind. Es ist 

{WTS 3 )* = WTS*, 

und umgekehrt (S* TS*)* = S 3 TS 3 . 

Es ist hiernach klar, dass alle drei Kegelschnitte : u = , v = und w = durch 
die drei bei diesen Collineationen festbleibenden Punkte laufen müssen, und 
diese Punkte sind: erstens, der Punkt 

2 J : ( i:v = B z :A*:CK 
welcher nicht auf der Grundcurve liegt, und dann die beiden Berührungspunkte 
der Doppeltangenten : ^ + ^ +ohfS=0t 

deren Coordinaten bezw. sind : 

5 — 1 1 1 

A ^- V ~ A{f + ay*) • G(f + ay 3 ) : B(f + ay) ' 

2 _ 1 . 1 . 1 

A '• V- :v - A (y 3 + a y) ' G(f + a y) * £ (y 6 + a 2 yf 
wo a = e 3 . 

Die transformirte Curve wird also von der sechsten Ordnung sein. Die 
Herstellung der Gleichung derselben bietet keine principiellen Schwierigkeiten, 
ist indessen so umständlich, dass ich mich damit begnüge, dass ich ein Bild der- 
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selben angebe, das sich vermittelst der Transformationsformeln leicht construiren 
lässt. Hierbei ist hervorzuheben, dass sowohl bei dieser Figur wie in der Folge 
die einzelnen Linien durch verschiedenerlei Punktirung gerade so unterschieden 
sind, wie schon die entsprechenden Linien im Polygon der «-Ebene. 




Fig. 9. 



§17. 

Die Symmetrielinien der dritten Art. 

Die Symmetrielinien der dritten Art im Fundamentalpolygon hatten mit 
der Grundlinie keinen Punkt gemein. Die entsprechenden Curven der mehr- 
6 
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fachen Ueberdeckung der Ebene dürfen also den reellen Curvenzug unserer 
Figur nicht treffen. Jedes Paar im Fundamentalpolygon symmetrisch liegender 
Curven dieser Art schneidet sich in zwei symmetrisch liegenden Punkten c. 
Wir schliessen daraus, dass die entsprechende Curve der mehrfachen Ueberdeck- 
ung jedenfalls einen reellen Doppelpunkt besitzt. 

Als Repräsentanten dieser Art wählen wir diejenige Curve, welche zugleich 
die beiden symmetrisch liegenden Linien des Fundamentalpolygons, die aus der 
Grundlinie bei den Transformationen S 3 TS, bezw. S i TS 6 hervorgehen, vertritt. 
Die entsprechende Collineation S 8 TS lautet : 

pH = y (Ay 3 X + Bfn + O/v), 

9y ! = f (By 3 X + 0/(i + Ay s v) , 

pv> = f ( OfX + Ay*(i + By*v) 
und die Collineation S i TS e ist die conjugirt imaginäre Collineation. Die Combi- 
nation dieser beiden Collineationen in der vorgeschriebenen "Weise ergibt die 
folgende quadratische Transformation : 

au = — A{1?BO + tfOA + v % AB + iivB(A +1) + v%B(G—l) + ZpO(A+l)), 
av = —C(KOA +[i*AB + v*BO + [ivB(ö + l) + vlAiG + l)+X(iA(B—l)), 
aw = —B(% % AB + l i !S BO + v 2 GA + iivG{A—l) + v%A(B+l) +X[iO(B+l)). 

Wir haben sofort aus diesen Formeln : 

— {u + v + w) = BG?? + ABi/ + 0ÄV * — B °V- V — ABv7 " — GA ^ 
= (BÖX + ABn+ GAv){X + p + v) . 

Haben nun die Kegelschnitte: w=0, v = 0, w = der X, fi, »--Ebene 
gemeinschaftliche Schnittpunkte, so muss der zerfallende Kegelschnitt 

u + v-\-w = 

auch durch dieselben Punkte laufen. Wir finden in der That, dass die Kegel- 
schnitte drei reelle Schnittpunkte haben, und zwar liegt der eine : 

X:(i:v = BG:AB:GA 
auf der unendlich weiten Geraden 

die beiden anderen liegen auf der Perspectivitätsaxe 

BCto,+ ABp+ GAv = 0, 
und ihre Coordinaten sind bezw. 

Jl : n : v = A ( B ± VG~+l ) : GA : — B ( A + B ± <S~U+~1 ) . 
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Von diesen drei Fundamentalpunkten der Transformation liegt keiner auf der 
Grundcurve. Die transformirte Curve ist also, algebraisch zu reden, eine Curve 
achter Ordnung mit drei vierfachen Punkten. Um die Gleichung derselben zu 
erhalten, verfahren wir folgendermassen. Aus den Transformationsformeln folgt 
sofort : 

— g [uB — vÄ) = {BG% + ABjm + GAv){Bv — ÄX) 

— a (vA — wG) = (BG% + ABp + OAv)(AA — Oft). 

Es ist also : uB — vA _ vB — XA 

vA—wG~^A — (iC 
und wir können schreiben : 

Ah — r.Av +x, 

Cfi = t. Gw -{-x, 
Bv = t.Bu + x, 

wo das Verhältnis t : x noch zu bestimmen ist. Es besteht zunächst die Relation : 

% + p + v = * (u + v + w) + x Q- + -^ + -*-) 

= t (u 4- v + iß) 
und auch : 

BOX + ABp + GAv = t (BCv + ABw + OAu) + 2x. 

Nun hatten wir schon die G-leichung : 

— a (u + v + w) = {BOX + ABp + GAv){% + p + v). 
Es ist also : 

— a (u + v + w) = t (u + v + w) [i (BC'v + ABw + GAv) + 2x] 

woraus folgt, da (u + v + w) im Allgemeinen nicht gleich Null ist : 

— a = t 2 (BGv + ABw + CAu) + 2tx. 

Ferner ist, aus den Transformationsformeln : 

— a (BGu + ABv + GAw) = A*B[iv + G 2 Av% + B^Ghfi 

= * 2 (^IBww + G*Aw> + £ 2 CW>) 

pi 2 5+<7 3 , G Z A + B 3 , ^C+^i 3 n 

+ tK |j g U -\ ^ V i -J W J 

Bei Elimination von g ergibt sich : 

x _ A 2 Bwu + C z A<tw + B z Gvw — (BGv +ABw + GAu)(BGu + ABv + OAto) 
t ~ —(GAu + BGv + ABw) 
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Setzt man also 
so ist 



p<r = GAu + BGv + ABw, 
px = ABG(Gu + Bv + Aw) + B*0*mo + .i 2 Ä>w + <7 2 Ä;, 

und wir bekommen die endgültigen Formeln der Umkehrtransformation in der 
Form : 

P* = p(«>+;j) 

= G(BGu* + GAv* + ABv? + A{B — l)vw + B (G + l)wu + A(.C + l)uv) 

= B (GAu* + ABv* + BCu? + G(B+ l)vw+ G(A — l)wu + A(B + T) uv) 

= A(ABu + BGv + GAw + <7(^ + l)*w + £(^ + l)«™ +5 ((7— l)uv). 

Die Gleichung der transformirten Curve geht bei Einsetzung dieser Werte 
für %,:fi:v aus der Gleichung der Grundcurve hervor. Die Form der Curve ist 
in Figur 10 angegeben, wobei man ohne Weiteres sieht, dass die beiden mehr- 
fachen Punkte der Curve nicht Doppelpunkte der einzelnen Symmetrielinien auf 
der Fläche sind, denn die beiden Aeste der einzelnen Curve laufen jedesmal auf 
verschiedenen Blättern durch die Doppelpunkte hindurch. 




Fig. 10. 
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§18. 

Die Symmetrielinien der vierten Art. 

Als Repräsentanten dieser Art wählen wir diejenige Ourve, die die beiden 
Linien des Fundamentalpolygons, welche aus der Grundlinie bei den Substitu- 
tionen S, bezw. S e hervorgehen, vertritt. Die entsprechenden Oollineationen 
S und S* lauten : 

S : p7J = yl , pfi' =/V> P v ' = y iv > 
S« : pÄ" = y*% , pfi" = y 3 fi , pv" — y*v . 

Die entsprechende quadratische Transformation für den reellen Curvenzug heisst 

dann einfach : 

du = Ajxv, 

av =■ Cvh, 

GW = B?i(l . 

Die drei Fundamentalpunkte der Transformation sind einfach die Ecken des 
Ooordinatendreiecks, und die Transformation lässt sich bekanntlich sofort in die 

folgende Gestalt umkehren : 

T/l = Avw , 

t(i = Gwu, 

tv = Buv . 

Substituiren wir diese "Werte von %, fi, v in der Gleichung 

% 3 (i + lt 3 v + v s h = 0, 
so erhalten wir 

uvw (A 3 Cv*w 3 + 3 B u?u 3 + B 3 A mV) = . 

Hierbei ist der Factor uvw unwesentlich, denn es entsprechen die drei Geraden 
u — 0, v = 0, w=0 bezw. den drei Fundamentalpunkten der Transformation. 
Die gesuchte Gleichung der Symmetrielinie lautet demnach : 

A 3 tfw 3 + G 3 B v?u 3 + B 3 A uV = . 

Diese Gleichung stellt eine Ourve fünfter Ordnung mit drei reellen Spitzen dar. 
Dieselben sind, wie sofort aus der Form der Gleichung zu ersehen, eben die drei 
Ecken des Ooordinatendreiecks, und die Spitzentangenten sind die Seiten 
desselben. 
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FlGt. 11. 

Man erhält die übrigen Symmetrielinien dieser Art, indem man diese Ourve 
um den Mittelpunkt der Figur um 120°, resp. 240° dreht, oder gegen die drei 
Symmetrieaxen spiegelt. Die Gleichungen derselben ergeben sich aus der 
gefundenen Gleichung bei einfacher cyclischer Vertauschung der Buchstaben, 
resp. bei Ersetzung der Variabein u, v, w beispielsweise durch Au + Bv + Gw, 
bezw. Bu + Cv + Aw und öu + Av + Bw . 



Fünfter Abschnitt. 

Erbringung der noch ausstehenden Beweise v/nd Schilderung der endgültigen Figur. 

Es handelt sich jetzt in der Hauptsache um den Beweis solcher Sätze, die 
in allgemeiner Form im oben citirten Aufsätze von Herrn Klein* bereits aufge- 
stellt worden sind, und die wir in ihrer Bedeutung für unsere Ourve schon in 
den vorangehenden Abschnitten erläutert haben. Der Beweis derselben wird 

* Math. Annalen, Bd. 10, 1. c. 
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hier einfacher, weil wir uns immer auf die Beziehung zum Fundamentalpolygon 
stützen können. Es soll übrigens im letzten Paragraphen ein genauer Nachweis 
dieser Beziehung sich vorfinden. 

§19. 

Zusammenhang der Ueberdechung längs des reellen Curvenzuges. 

Schon in § 1 2 ist der Satz ausgesprochen worden : Längs des reellen Curven- 
zuges hängen immer zwei Blätter zusammen. Dieser Satz lässt sich aus einfacher 
Betrachtung der Lage zweier im Fundamentalpolygon in Bezug auf die Grund- 
linie symmetrisch liegender Punkte herstellen. Denn betrachten wir irgend 
zwei Dreiecke, welche einen Teil der Grundlinie zur gemeinschaftlichen Begren- 
zung haben, so lauten symmetrisch liegende Punkte 

*= db a + bi, 

und die entsprechenden Werte von "k-.^f.v sind conjugirt imaginär und werden 
von einem und demselben Punkt der mw-Ebene dargestellt. Die beiden Dreiecke 
werden also durch zwei übereinanderliegende Dreiecke der mehrfachen Ueber- 
deckung dargestellt, und da die beiden Dreiecke des Fundamentalpolygons längs 
der Grundlinie zusammenhängen, müssen sie auf der mehrfachen Ueberdeckung 
längs des reellen Curvenzuges zusammenhängen. 

Welche zwei Blätter aber längs der verschiedenen Teile des reellen Curven- 
zuges zusammenhängen, ist auch ohne weiteres klar. Denn die mehrfache Ueber- 
deckung der Ebene entspricht dem Fundamentalpolygon Punkt für Punkt, und 
das zusammengeheftete Polygon besitzt keinen Band. Die mehrfache Ueber- 
deckung der Ebene kann also auch nicht berandet sein, und es müssen also jedes- 
mal diejenigen zwei Blätter, welche an einem bestimmten Stücke des reellen Curven- 
zuges au/zuhören scheinen, dort zusammenhängen. 

§20. 

Der Doppelverzweig wngspunkt. 

Damit nun die ganze Figur ein zusammenhängendes Ganze bilde, müssen 
die grossen Blätter irgendwo in die kleinen übergehen, und es muss also inner- 
halb des inneren Teils der Figur ein Yerzweigungspunkt existiren. Während 
nun im Allgemeinen von jedem Punkte dieses Teils der Ebene vier getrennte 
imaginäre Tangenten an die Curve laufen, so laufen jedoch von einem Punkte, 
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nämlich vom isolirten Doppelpunkte aus nur zwei solche. Also müssen die 
Blätter in diesem Punkte paarweise zusammenhängen, und zwar besteht jedes 
solche Paar aus einem grossen und einem kleinen Blatt. Es wird hiernach 
behauptet und sogleich noch näher bewiesen : der isolirte Doppelpunkt ist ein 
Verzweigungspunkt der mehrfachen Ueberdeckung der Ebene. 

Um diesen Satz zu beweisen, untersuchen wir das Verhalten der durch den 
betreffenden Punkt hindurchlaufenden Symmetrielinien der ersten Art. Wir 
haben schon gezeigt, dass dieselben bezw. auf den drei Symmetrieaxen der Figur 
liegen. Laufen sie einfach durch diesen Punkt hindurch, so ist derselbe kein 
Verzweigungspunkt. Ich werde aber zeigen, dass sie nicht durch den Punkt 
hindurchlaufen, sondern bloss bis an den Punkt heran, und dann gleich wieder 
zurück. Die beiden Teile einer Symmetrielinie dürfen aber auf der mehrfachen 
Ueberdeckung der Ebene nicht zusammenfallen ; sie müssen also in verschiedenen 
Blättern liegen, und z,war liegt der eine Teil in einem grossen Blatt, der andere 
Teil in dem zugehörigen kleinen Blatt. Wenn nun keine Verzweigung statt 
fände, so wäre es möglich, auf einem dem Doppelpunkt unendlich nahe liegenden 
Wege von der einen Seite der Symmetrielinie ohne Ueberschreitung derselben 
an die andere Seite zu gelangen. Dies ist aber aus der Natur der Sache unmög- 
lich, und der Doppelpunkt ist also ein Verzweigungspunkt. 

Dass die Symmetrielinien nicht durch den Doppelpunkt hindurchlaufen, wird 
am einfachsten folgendermassen bewiesen. Wir wählen beispielsweise die Sym- 
metrielinie, die auf der Symmetrieaxe 

BOu + ABv-\-OAw — 

liegt. Dieselbe geht aus der Grundcurve hervor durch folgende Transforma- 
tion (§15): 

au - A (tfBO + n'OA + v*AB + (ivO 2 — vX (5* + <7 2 ) + ty5»), 
av = ö(tfCA + (SAB + v*BG + (iv A* + v%B* — Xfi (A* + B z )), 
ow = B (MAB +(i 2 BÖ+ v» ÖA — [iv(G* + A») + vW % + /t/_ ) , 

und zwar gehen die beiden Berührungspunkte die auf der Doppeltangente 

A*k + O'n + B»v — Q 

liegen, in den Doppelpunkt 1:1:1 über. Von diesen beiden Berührungspunkten 

ist der eine 

,. -__J__. _J__- .__J 
A.{i:v— c ^b o + ^ • ß ^ a + ^ ■ A ^ 3(x + ^ • 
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Entwickeln wir nun u : v in der Nähe dieses Punktes. Es ist 

u' u , , / u \ u , vdu — udv _ , du — dv 
—r=- h dl — ) = ä = 1 -\ » 

V V \ V / V 1f V 

wenn u:v = l. Est ist nun : 

ö K du = A\d%(2BC* l + B i n — {&+ <7» 

+ dn(B 2 X+2GAf l +ö*v) 

+ dv(- (B* + G*) Jl + C7V + 2ABv)\ 

T • ■ • • i 

gM— C{dh(2ÖAK — (A* + B 2 )ti + B*v) 

+ d(i (— ( A % + 5 2 ) -k + 2Afy + 4V) 

' | • • • • 

woraus folgt : 

o- (du — dv) — — {^(2A 3 X + G* (B + 1)^-M 3 v) 

+ <tyt ( tf 2 (5 + 1) k + 2<7 S (5 + 1) p + B*Gv) 
+ dv ( A + WGy. + 2 J B 2 (7v) } 
+ Glieder höherer Ordnung. 

Eine einfache Kechnung ergibt, dass diese Coefficienten mit A z : Gh B* pro- 
portional sind. Für Punkte der Curve in unmittelbarer Nähe des betreffenden 
Berührungspunktes ist aber: 

AH-k + G z d[i + B*dv = , 

denn diese Gleichung ergibt die Richtung der Tangente in diesem Punkt. Die 
Eeihenentwickelung für u:v fängt also für Punkte der Symmetrielinie mit 

Gliedern der zweiten Ordnung an, und d — hat denselben Wert, ob wir in der 

v 

einen oder in der anderen Richtung auf der Grundcurve fortfahren. Dasselbe gilt 
für u : w, wie leicht aus einer ähnlichen Berechnung zu ersehen, und damit ist 
unser Satz bewiesen, 

Wir sind nunmehr im Stande zu entscheiden, welche Teile einer Symmetrie- 
axe eigentlich als Symmetrielinie erster Art auftreten, und wie überhaupt sich 
die letztere über die verschiedenen Blätter der mehrfachen Ueberdeckung hin- 
überzieht. 

Das Verhalten wird offenbar durch folgende Zeichnung dargestellt, wobei ich 
mir die kleinen Blätter zwischen den grossen Blättern gelegen denke, und die 
7 
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verschiedenen Teile der Symmetrielinie, welche eigentlich genau über einander 
liegen, der Deutlichkeit halber etwas getrennt gezeichnet habe. 
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Fig. 13. 



§21. 

Winkelabbildung auf der Figur. 

Es bleibt jetzt noch übrig, bei der Abbildung des Fundamentalpolygons auf 
die mehrfache Ueberdeckung der Ebene das Gesetz zu ermitteln, welches an 
Stelle der gewöhnlichen Regel tritt, derzufolge die Beziehung zweier Biemann'scher 
Flächen conform sein soll. Es ist nämlich jede Abbildung einer Fläche auf eine 
zweite immer winkeltreu, sofern man nicht nur die Richtungen, die den Winkel 
einschliessen, sondern auch die Richtungen, in Bezug auf die derselbe im projec- 
tiven Sinne definirt wird, mit transformirt denkt. Denn, sind p, q irgend krumm- 
linige Ooordinaten in der Ebene, und sind zwei imaginäre Fortschreitungsrichtungen 

gegeben durch 

dS = Edf + 2Fdp dq + Gdq* = , 

so nennt man den "auf diese Richtungen bezogenen" Winkel zweier Bogenele- 
mente dl, d" : 

Ed'p d"p + F {d'p d"q + d"p d'g) + Gd'q d"q 
<J> _ arc cos VjBa y + 2 Fd'pd'q + Gd'qWFd'p* + 2Fd"pd"q + Gd"q* 

und dieser Wert von <£> bleibt, wie sofort ersichtlich, bei allen analytischen Abbild- 
ungen erhalten. 

Der wirkliche Winkel wird aus dieser Formel entstehen, wenn die angenom- 
menen Richtungen die Richtungen der nach den imaginären Kreispunkten laufen- 
den Geraden sind, also, wenn p, q insbesondere orthogonale Coordinaten sind, 
durch dp* _|_ ßf — o 

gegeben sind, also in der r-Ebene durch 

dx 2 -\-dy z =0, 
wenn * = x + iy gesetzt wird. Es ist nun 

dx* + dy 2 = — (dx + idy)( — dx + idy) , 
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und es entstellt die Frage, welche (imaginären) Richtungen auf der mehrfachen 
Ueberdeckung der uvw-Woeae diesen (imaginären) Richtungen in der r-Ebene 
entsprechen. Jeder Punkt der mehrfachen Ueberdeckung ist bestimmt als der 
Schnittpunkt zweier conjugirt imaginärer Tangenten, deren Coordinaten %:^i:v 
und 7>! : fi' : v' von * = x + iy , bezw. von t 1 = — x + iy abhängen. Ist also dt = , 
so liegt die entsprechende Fortschreitungsri'chtung auf der einen dieser Tangenten ; 
ist dagegen dr'- = , so liegt dieselbe auf der anderen. Dem "Winkel der T-Ebene 

bezogen auf die Richtungen 

dx* + dy % = 

entspricht daher der Winkel bezogen auf die zwei imaginären Tangenten, die 
vom betreffenden Punkte aus an die Curve vierter Classe hinlaufen, und das ist 
das zu beweisende Resultat. 

§22. 

Definitive Gestalt der Figur. 

Wir sind nunmehr zur endgültigen Figur der mehrfachen Ueberdeckung der 
Ebene geführt, welche in Tafel II gegeben ist. Hierbei sind nur die oberen 
Blätter gezeichnet, da die unteren Blätter diesen genau ähnlich sind. Ich habe 
auch der Deutlichkeit halber die beiden oberen Blätter getrennt gezeichnet. 
Dieselben sind aber nach den früheren Angaben längs der (stark gezeichneten) 
Verzweigungsschnitte verbunden zu denken. Es bleibt uns übrig, die genaue 
Beziehung derselben zum Fundamentalpolygon nachzuweisen. Wir haben 
zunächst schon gezeigt, dass sich jede Symmetrielinie hier wieder vorfindet, und 
dass ferner die merkwürdigen Punkte in der bekannten Reihenfolge auf denselben 
liegen. 

Hier wieder ist die ganze Oberfläche durch die Symmetrielinien in 2.168 
Dreiecke geteilt, welche, dem Fundamentalpolygon entsprechend, alternirend 
schraffirt und nicht schraffirt sind. Um die Beziehung ganz genau wiederzu- 
geben, habe ich erstens die einzelnen Classen von Symmetrielinien durch Punkt- 
irung so unterschieden wie die entsprechenden Symmetrielinien des Fundamen- 
talpolygons ; dann habe ich auch die einzelnen Dreiecke mit denselben Symbolen 
bezeichnet, mit denen die entsprechenden Dreiecke des Fundamentalpolygons 
bezeichnet sind, wobei jedesmal das Symbol eines schraffirten Dreiecks bezüglich 
das darunterliegende nicht schrafnrte Dreieck des unteren Blattes zu verstehen ist. 
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